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Посібник написано відповідно до робочих програм дисциплін «Нарисна ге-

ометрія, інженерна та машинна графіка», «Нарисна геометрія, інженерна та 

комп’ютерна графіка» та «Інженерна та комп’ютерна графіка» для студентів 

рівня підготовки бакалавр напрямів підготовки, відповідно, 6.060103 «Гідро-

техніка (водні ресурси)», 6.050602 «Гідроенергетика» та 6.170202 «Охорона 

праці» Національного університету водного господарства та природокористу-

вання (НУВГП). 

В основу навчального посібника покладено лекції, що автори читають про-

тягом багатьох років у НУВГП студентам водогосподарських та інших техні-

чних спеціальностей, які вивчають нарисну геометрію та інженерну графіку. 

Відомо, що при вивченні нарисної геометрії виникають певні труднощі. Це 

пов’язано із необхідністю розвитку просторової уяви при опануванні теоре-

тичною частиною курсу та розв’язуванні практичних задач. Тому автори по-

сібника намагались поєднати повноту із доступністю викладення дисципліни. 

Повнота полягає у вичерпному відтворенні тематики навчальних програм, а 

також у системності подання змісту посібника, зокрема у написанні розділів, 

присвячених найскладнішим частинам курсу – «Способи перетворення прое-

кцій та розв’язання метричних задач», «Поверхні, утворення та задавання на 

кресленні», «Розгортання поверхонь» та «Перетин фігур». 

Доступність полягає у лаконічності та ілюстративності викладення матері-

алу. У посібнику вміщено невеликий обсяг текстового матеріалу і включено 

лише основні теоретичні положення предмету. Подано достатню кількість 

рисунків, значна частина яких є наочними зображеннями складних для на-

вчання та відтворення геометричних фігур та побудов. Особливу увагу автори 

приділили прикладам розв’язування типових геометричних задач звичайної 

та підвищеної складності. 

Стисла форма викладення та використання наочних ілюстрацій підвищува-

тиме ефективність засвоєння теоретичного матеріалу курсу при самостійній 

роботі студентів, сприятиме розвитку їх просторової уяви, а також активізації 

пізнавальної діяльності під час лекційних занять. 

У виданні продовжено спробу створення компактного за обсягом та попу-

лярного за змістом посібника, який, як сподіваються автори, дозволить студе-

нтам полегшити вивчення матеріалу та посилити їх інтерес до цієї складної 

понятійної і доволі креативної дисципліни. Автори надіються, що посібник 

буде корисний студентам не тільки зазначених вище напрямів підготовки, але 

також й інших споріднених технічних спеціальностей. 
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Автори висловлюють подяку В.М. Россінському та Н.В. Рувняк за допомо-

гу в оформленні посібника. Особливо вдячні автори рецензентам за корисні 

зауваження, пропозиції та поради, які дозволили істотно поліпшити зміст по-

сібника. 

 

При підготовці матеріалів посібника розділи 3 та 5 написано Ю.В. Наумен-

ком; розділи 1, 2, 4 та 6-8 – спільно Ю.В. Науменком та В.В. Крівцовим. 
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ВСТУП 

 

Предмет і завдання курсу 

Нарисна геометрія – один з розділів геометрії, в якому просторові фігури, 

що є сукупністю точок, ліній, поверхонь, вивчають за їх проекційними зо-

браженнями на площині (або будь-якій іншій поверхні). 

Предметом нарисної геометрії є викладання та обґрунтування способів: 

- побудови зображення просторових форм на площині; 

- розв’язування задач геометричного характеру за заданими зображеннями 

цих форм. 

Правила побудови зображень у нарисній геометрії базуються на методі 

проекцій. 

Широке коло геометричних задач в нарисній геометрії розподіляється на 

позиційні та метричні задачі. 

Позиційні задачі включають: 

- задачі на приналежність, вирішення яких дозволяє встановити взаємопри-

належність геометричних образів, що розглядаються; 

- задачі на перетин, що дозволяють визначити спільні елементи, які нале-

жать різним геометричним фігурам. 

Вирішення метричних задач пов’язано зі знаходженням характеристик гео-

метричних фігур, які визначаються вимірюванням лінійних та  кутових вели-

чин. 

Зображення, побудовані за правилами нарисної геометрії, дозволяють уя-

вити форму предметів та їх взаємне розміщення в просторі, визначити їх роз-

міри, дослідити геометричні властивості, які характерні для предмета, що зо-

бражується. 

Нарисна геометрія розвиває у людини просторове уявлення, що є неодмін-

ною умовою технічної творчості. Класик нарисної геометрії В.І. Курдюмов 

зазначав, що «…нарисна геометрія… вчить нас правильно читати та виклада-

ти наші власні думки, використовуючи як слова лише тільки лінії і точки як 

елементи будь-якого зображення». 

Нарисна геометрія є теоретичною базою виконання креслення – універса-

льної графічної мови техніки. 

 

Розвиток нарисної геометрії та історія її викладання. 

Потреба в зображенні тривимірних форм на площині виникла з практичних 

задач техніки та мистецтва. 
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Перші спроби такого роду пов’язані зі створенням рельєфних зображень. У 

Стародавньому Єгипті при побудові різних споруд створювали барельєфи, 

вдаючись до елементарних проекційних прийомів. Збереглись зображення на 

камені планів та фасадів будинків у масштабі. 

Евклід (III ст. до н.е.) виклав закони, за якими людина бачить форму та ро-

зміри предметів. Тривимірний простір, який підпорядкований правилам Евк-

ліда, почали називати евклідовим простором. 

Будівництво інженерних споруд, що розгорнулось в епоху Відродження, 

відродило та розширило прийоми проекційного зображення, які використову-

вались в античному світі. В першій половині XV ст. виникла теорія геометри-

чної перспективи. 

Нову епоху в розвитку нарисної геометрії відкрив видатний французький 

геометр Гаспар Монж (1746-1818). Він започаткував загальний метод вирі-

шення стереометричних задач за допомогою геометричних побудов на пло-

щині, фактично створивши тим самим нову науку – нарисну геометрію. Кла-

сична праця Г.Монжа з нарисної геометрії з’явилась в Парижі у 1799 р. З того 

часу нарисна геометрія стала навчальною дисципліною і посіла вагоме місце 

в технічній школі. 

У стародавній Русі при будівництві споруд використовувались зображення 

з елементами геометричного проеціювання. 

Нарисну геометрію в Росії почали викладати у 1810 р. в Петербурзькому 

інституті шляхів сполучення. Першим професором нарисної геометрії був за-

прошений французький інженер К.Потьє – учень Г.Монжа. 

У 1821 р. Я.А.Севастьянов видав перший оригінальний курс нарисної гео-

метрії російською мовою. 

Новий етап розвитку нарисної геометрії та інженерної графіки почався в 

40-і роки XX ст., коли у Москві професор М.Ф.Четверухін (1891-1974), а в 

Києві професор С.М.Колотов (1880-1965), опублікували ряд наукових праць, 

які започаткували систематичні наукові та науково-методичні дослідження в 

цій галузі знань. 

Професор І.І.Колотов в Москві одним із перших застосував апарат нарисної 

геометрії до розв’язування прикладних задач у різних галузях техніки. Завдя-

ки активній роботі передових кафедр України та Росії усталився етап розвит-

ку нарисної геометрії, який можна назвати етапом геометричного моделю-

вання, або інженерної геометрії, коли за наперед заданими умовами та вимо-

гами формуються оптимальні геометричні моделі майбутнього вибору. Ваго-

мий внесок у цю справу зробили українські вчені: професори Л.М.Куценко, 
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В.М.Найдиш, В.С.Обухова, А.В.Павлов, О.Л.Підгорний, А.М.Підкоритов, 

І.А.Скидан, В.Є.Михайленко, В.В.Ванін, С.М.Ковальов та інші.  

Розвиток сучасної обчислювальної техніки відкриває великі можливості 

для інтенсифікації процесу навчання нарисної геометрії із використанням 

комп’ютерних графічних систем. 
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РОЗДІЛ 1. МЕТОД ПРОЕКЦІЙ 

 

В основу нарисної геометрії покладено метод проекцій. Проекції поділя-

ються на центральні, паралельні та прямокутні. 

1.1. Центральне проеціювання 

Для одержання центральних проекцій необхідно задати площину проекцій 

та центр проекцій – точку, що не лежить у цій площині (рис. 1: площина р і 

точка S). Взявши певну точку А, провівши через S і А пряму лінію до перети-

ну її з площиною р, одержуємо точку ap. Точка ар є центральною проекцією 

точки А на площині проекцій р. Точки вр, ср – центральні проекції точок В, С 

на площині р: одержують в точках перетину проеціюючих прямих (проме-

нів) SB, SC із площиною проекцій. Центральна проекція (d∞) точки D нескін-

чено віддалена, оскільки проеціююча пряма SD є паралельною до площини 

проекцій р. 
 

 
 

Рис. 1. Апарат центрально-

го проеціювання 

Рис. 2. Зображення виконане  

із застосуванням центрального 

проеціювання 
 

При заданій площині проекцій та центрі проекцій одна точка в просторі має 

одну центральну проекцію. Проте за однією центральною проекцією точки не 

можна однозначно визначити положення точки в просторі. Так, на рис. 1 точ-

ка ар є центральною проекцією не тільки точки А, але і точок А1 та А2. Для за-

безпечення оборотності креслення, тобто однозначного визначення поло-

ження точки в просторі за її проекціями, потрібні додаткові умови (напри-

клад, можна задати другий центр проекцій). 

Основні та незмінні властивості (інваріанти) центрального проеціювання 

такі: 

1) проекція точки – точка; 

2) проекція прямої – пряма; 

3) якщо точка належить прямій, то проекція цієї точки належить проекції 

прямої. 
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Центральні проекції використовуються для зображення предметів у перс-

пективі (рис. 2). Зображення в центральних проекціях є наочними, проте 

розв’язування геометричних задач для них утруднено. 

 

1.2. Паралельне проеціювання 

При паралельному проеціюванні використовують паралельні проеціюючі 

прямі, які проведять у заданому напрямку S (рис. 3). Паралельне проеціюван-

ня можна розглядати як частковий випадок центрального, при якому центр 

проекцій віддалений у нескінченність. Паралельна проекція точки – точка пе-

ретину проеціюючої прямої, проведеної паралельно заданому напрямку, із 

площиною проекцій. 

 

 
 

Рис. 3. Апарат паралельно-

го проеціювання 

Рис. 4. Зображення паралелепі-

педа, виконані в центральній  

та паралельній проекціях 

При паралельному проеціюванні: 

- плоска фігура, паралельна до площини проекцій, проеціюється на цю 

площину в таку ж фігуру; 

- паралельне перенесення фігури в просторі не змінює вигляду та розмірів 

проекції фігури. 

Зображення, що виконано паралельним проеціюванням (рис. 4 праворуч), є 

простішим зображення, що виконано центральним проеціюванням (рис. 4 лі-

воруч), проте менш наочним – не відповідає нашому зоровому сприйняттю. 

При паралельному проеціювання, як і при центральному, одна проекція не 

визначає положення точки в просторі. Для визначення положення точки, тоб-

то оборотності креслення, потрібно мати дві її паралельні проекції за двома 

різними напрямками проеціювання. 

При паралельному проеціюванні зберігаються властивості центрального 

проеціювання та додаються такі: 

4) проекції паралельних прямих є паралельними між собою; 

5) відношення довжин відрізків прямої дорівнює відношенню довжин їх 

проекцій; 
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6) відношення довжин відрізків двох паралельних прямих дорівнює відно-

шенню довжин їх проекцій. 

Паралельне проеціювання використовується для побудови наочних зобра-

жень – аксонометричних проекцій. 

 

1.3. Прямокутне проеціювання 

Прямокутне проеціювання – окремий випадок паралельного проеціювання, 

при якому напрям проеціювання є перпендикулярним до площини проекцій 

(рис. 5). Прямокутна проекція Dр точки D – основа перпендикуляра, що про-

ведений з точки D на площину проекцій р. 

При прямокутному проеціюванні зберігаються властивості паралельного 

проеціювання. 

Переваги прямокутного проеціювання у порівнянні із центральним та па-

ралельним (косокутним): простота геометричних побудов проекцій точок та 

збереження на проекціях при певних умовах форми і розмірів фігури, що про-

еціюється. 

 

 
      

Рис. 5. Апарат прямокутного проеціювання 

 

Зазначені переваги забезпечують використання прямокутного проеціюван-

ня при виконанні технічних креслень. 

 

1.4. Ортогональне проеціювання. Метод Монжа 

У подальшому викладенні термін «ортогональне проеціювання» буде за-

стосовуватись для позначення системи прямокутних проекцій на площинах, 

що є взаємно перпендикулярними.  
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Французький вчений, засновник нарисної геометрії Гаспар Монж у 1799 

році запропонував метод, за яким прямокутне проеціювання здійснюється не 

на одну площину проекцій, як для центрального та паралельного проеціюван-

ня, а на дві або на три взаємно перпендикулярні площини проекцій. При цьо-

му форма та розміри предмета не спотворюються. За цієї умови забезпечуєть-

ся оборотність креслення – дві прямокутні проекції точки цілком визначають 

її положення в просторі відносно системи двох взаємно перпендикулярних 

площин. 

На рис. 6 зображено систему двох взаємно перпендикулярних площин про-

екцій: П2 – фронтальна площина проекцій, П1 – горизонтальна площина 

проекцій, х – вісь проекцій (пряма лінія перетину площини проекцій). Пло-

щини проекцій П1 і П2 утворюють систему П2, П1. 

На рис. 7 зображено систему трьох взаємно перпендикулярних площин 

проекцій, де: П3 – профільна площина проекцій, у і z – осі проекцій. Пло-

щини проекцій П1, П2, П3 утворюють систему П2, П1, П3. 

 

  
      

Рис. 6. Система двох  

площин проекцій 

      

Рис. 7. Система трьох  

площин проекцій 

 

Метод Монжа залишається основним методом розробки технічних крес-

лень. 

 

 

Питання та завдання для самоконтролю 

1. Як будують центральну проекцію точки? 

2. У чому полягає спосіб проеціювання, що називається паралельним? 

3. Чи може паралельна проекція прямої лінії бути точкою? 

4. Якщо точка належить даній прямій, то як взаємно розташоуються їх про-

екції? 

5. Що таке «метод Монжа»? 
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6. Як розшифровується слово «ортогональний»? 

7. Що таке «система П2, П1» та як називаються площини проекцій П2 та П1? 

8. Що називається віссю проекцій? 

9. Що таке «система П2, П1, П3» та як називається площина проекцій П3? 

 

 

 

РОЗДІЛ 2. ЕПЮРИ НАЙПРОСТІШИХ ФІГУР 

 

2.1. Епюр точки 

На рис. 8 показано побудову проекцій точки А в системі П2, П1, де: А2 – 

фронтальна проекція точки (проекція точки на фронтальній площині прое-

кцій П2), А1 – горизонтальна проекція точки (проекція точки на горизонта-

льній площині проекцій П1), Ах – проекція точки на вісь х. Дві проекції точки 

цілком визначають її положення в просторі відносно даної системи площин 

проекцій (рис. 9). 
 

  
Рис. 8. Побудова проекцій 

точки 

Рис. 9. Визначення положення 

точки за її проекціями 

Повернувши площину П1 навколо осі проекцій x на 

кут 90° до суміщення з площиною П2 (рис. 10), одер-

жимо одну площину – площину креслення. Проекції 

А2 та А1 розмістяться на одному перпендикулярі до 

осі проекцій х – лінії проекційного зв’язку (рис. 11). 

В результаті суміщення площин П2 та П1 одержуємо 

проекційне креслення, яке відоме під назвою епюр 

Монжа або просто епюр. 
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Рис. 10. Утворення  

проекційного креслення 

 

Рис. 11. Проекції точки А 

 

  
Рис. 12. Побудова проекцій  

точки в системі трьох  

площин проекцій 

Рис. 13. Схема суміщення  

площин проекцій 

 
 

Рис. 14. Проекції точки А 

 

Епюр Монжа, а також проекційне креслення, в основі якого лежить метод 

Монжа, умовно називається кресленням. 

Система П2, П1, П3 може бути також суміщена в одну площину (рис. 12). 

Тоді, після суміщення системи разом з проекціями точки (рис. 13), одержу-
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ється епюр точки А в системі трьох площин проекцій (рис. 14), де: А3 – про-

фільна проекція точки (проекція точки на профільній площині проекцій П3). 

А1А2, А1А3, А2А3 – лінії проекційного зв’язку, що перпендикулярні відповідно 

до осей проекцій х, у, z: А1А2 – вертикальна лінія проекційного зв’язку, А2А3 – 

горизонтальна лінія проекційного зв’язку, А1А3 – горизонтально-вертикальна 

лінія проекційного зв’язку. Вісь проекцій у на епюрі має два положення, а лі-

нія зв’язку А1А3 – дугову ділянку між цими положеннями осі, причому відріз-

ки цієї лінії проекційного зв’язку перетинаються на прямій лінії, що назива-

ється сталою прямою креслення, яку проведено під кутом 45° до горизонта-

льно розміщеної осі проекцій. 

Модель положення точки в системі П2, П1, П3 (рис. 13) аналогічна моделі, 

яку можна побудувати, якщо знати прямокутні координати цієї точки – чис-

ла, що визначають її відстань від трьох взаємно перпендикулярних площин – 

площин координат: АА3 (Аx0) – абсциса (координата х точки А), АА2 (Аy0) – 

ордината (координата у точки А), АА1 (Аz0) – апліката (координата z точки А). 

 

 

 

Рис. 15. Наочне зображен-

ня точок у чвертях прос-

тору 
 

Рис. 16. Проекції точок  

в різних чвертях простору 
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Рис. 17. Система знаків для визначення координат точок 

Площини П2 та П1 при перетині утворюють чотири двогранних кути – ква-

дранти або чверті простору, а вісь проекцій поділяє кожну з площин проек-

цій на дві напівплощини або поли. На рис. 15 показано наочне зображення 

точок у чвертях простору, на рис. 16 – проекції цих точок. 

 

 
 

Рис. 18. Епюр точки з віссю проекцій та безосні проекції точ-

ки 

 

Система трьох площин проекцій П2, П1, П3 при перетині утворює вісім три-

гранних кутів – октантів (рис. 17). Система знаків для відрахування коорди-

нат х, у, z точок в октантах: 

I (+,+,+);   V (–,+,+); 

II (+,–,+);   VI (–,–,+); 

III (+,–,–);   VII (–,–,–); 

IV (+,+,–);   VIII (–,+,–). 

Поряд з кресленнями, які мають осі проекцій, використовуються креслення 

без зазначення осей – безосний епюр (рис. 18). 

 

2.2. Епюр прямої 

Пряма на епюрі може бути зображена: 

- проекціями двох її нетотожних точок; 

- проекціями відрізка. 

Припустимо, що відмічено горизонтальні та фронтальні проекції точок А і 

В (рис. 19). З’єднавши однойменні проекції цих точок, одержимо фронтальну 

А2В2 та горизонтальну А1В1, проекції відрізка АВ. 
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Рис. 19. Епюр відрізка  

прямої загального  

положення в системі  

двох площин проекцій 

Рис. 20. Наочне зображення відрі-

зка прямої загального положення 

 

Таке креслення однозначно визначає положення 

відрізка АВ в просторі, оскільки, провівши через А1В1 

і А2В2 площини, що перпендикулярні до П1 і П2, в пе-

ретині цих площин одержуємо сам відрізок АВ (рис. 

20). При цьому точка К, що задана своїми проекціями 

К1 і К2 на проекціях відрізка, належить відрізку АВ. 

Пряма, яка не паралельна жодній з площин проек-

цій, – пряма загального положення (рис. 20). При 

цьому жодна з проекцій такої прямої не паралельна 

осям проекцій і не перпендикулярна до них (рис. 19, 

21). 
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Рис. 21. Епюр прямої загального положення  

в системі трьох площин проекцій 

 

Пряма окремого (часткового) положення відносно площин проекції 

може бути: 

1) паралельною одній площині проекцій (пряма рівня); 

2) паралельною двом площинам проекцій, тобто перпендикулярною до тре-

тьої (проеціююча пряма). 

ПРЯМІ, ПАРАЛЕЛЬНІ ОДНІЙ ПЛОЩИНІ ПРОЕКЦІЙ 

Горизонтальна пряма – пряма, що паралельна площині П1: АВ паралельна 

П1; А2В2 паралельна осі х; А1В1 дорівнює АВ; β – кут нахилу прямої АВ до 

площини П2 (рис. 22). Таку пряму позначають літерою h. 

Фронтальна пряма – пряма, що паралельна площині П2: СD // П1; С1D1 // 

х; С2D2 = CD; α – кут нахилу CD до площини П1 (рис. 23). Таку пряму позна-

чають літерою f . 

Профільна пряма – пряма, що паралельна площині П3:   ЕF // П3, Е1F1 ┴ х, 

Е2F2 = ЕF, α – кут нахилу ЕF до П1, β – кут нахилу ЕF до П2 (рис. 24). 
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Рис. 22. Наочне 

зображення та 

епюр відрізка  

горизонтальної 

прямої AB 

Рис. 23. Наочне  

зображення та епюр 

відрізка фронталь-

ної прямої CD 

Рис. 24. Наочне  

зображення та епюр 

відрізка профільної 

прямої EF 

 

ПРЯМІ, ПАРАЛЕЛЬНІ ДВОМ ПЛОЩИНАМ ПРОЕКЦІЙ 

Профільно-проеціююча пряма – пряма, що паралельна площинам проек-

цій П2 та П1, тобто перпендикулярна до площини П3: АВ перпендикулярна до 

площини П3 (рис. 25). 

Фронтально-проеціююча пряма – пряма, що паралельна площинам прое-

кцій П1 та П3, тобто перпендикулярна до площини П2: CD ┴  П2 (рис. 25); 

С1D1 ┴ х, С1D1 = СD; С2 ≡ D2. 

Горизонтально-проеціююча пряма – пряма, що паралельна площинам 

проекцій П2 та П3, тобто перпендикулярна до площини П1: EF ┴ П1 (рис. 25); 

Е2F2 ┴ х, Е2F2  = ЕF; Е1 ≡ F1. 
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Рис. 25. Наочне зображення та епюр  

профільно-проеціюючої AB, фронтально-проеціюючої CD  

та горизонтально-проеціюючої EF прямих 

 

Кут між прямою та площиною проекцій – кут між прямою та її проекцією 

на цю площину. Позначаючи кути між прямою та площинами проекцій П1, П2 

та П3 відповідно через α, β та γ, одержимо: В1С1 = ВС·cosα (рис. 26), аналогіч-

но В2С2 = ВС·cosβ, В3С3 = ВС·cosγ. 

Використовуючи зазначені співвідношення, можна на основі проекцій В2С2 

та В1С1 відрізка визначити його натуральну величину ВС та кути його нахилу 

α та β до площин проекцій способом прямокутного трикутника (рис. 27). 

 
      

Рис. 26. До визначення натуральної величини відрізка прямої  

та кутів її нахилу до площин проекцій 
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Рис. 27. Визначення натуральної величини відрізка прямої та 

кутів її нахилу до площин проекцій способом прямокутного 

трикутника 

Якщо точка належить прямій, то її проекції належать однойменним проек-

ціям прямої (рис. 28). 

Відношення довжин відрізків прямої лінії дорівнює відношенню довжин їх 

проекцій. Приклад побудови проекцій точки К, яка ділить відрізок CD у від-

ношенні 2:5, показано на рис. 29. 

 

 
 

 
 

Рис. 28. Проекції відрізка АВ, Рис. 29. Ділення відрізка CD 
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якому належить точка D точкою К у відношенні 2:5 

 

Сліди прямої – точки перетину прямої з площинами проекцій. Для прямої, 

заданої відрізком АВ (рис. 30): М – горизонтальний слід (точка перетину 

прямої з площиною проекцій П1), N – фронтальний слід (точка перетину 

прямої з площиною проекцій П2). В загальному випадку пряма має три сліди. 

Пряма не має сліда з площиною проекцій у тому випадку, якщо вона парале-

льна до цієї площини. 

 

 
 

Рис. 30. Побудова слідів прямої  

на наочному зображенні та на епюрі 

Прямі у просторі можуть бути паралельними, пересічними (перетинаються) 

та мимобіжними. 

Проекції паралельних прямих паралельні між собою (рис. 31). 
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Рис. 31. Наочне зображення та епюр паралельних прямих 

 

Якщо прямі лінії перетинаються, то їх однойменні проекції перетинаються 

між собою в точці, яка є проекцією точки перетину цих прямих. Точки пере-

тину однойменних проекцій прямих лежать на одній лінії зв’язку (рис. 32). 

 

 
 

 

Рис. 32. Наочне зображення та епюр прямих, що перетина-

ються 

Точка перетину однойменних проекцій мимобіжних прямих не лежать на 

одній лінії зв’язку (рис. 33). Видимість проекцій мимобіжних прямих однієї 

відносно іншої може бути визначена за допомогою аналізу положення кон-

куруючих точок – точок, які лежать на одній проеціюючій прямій. На рис. 33 

L, K та M, N – конкуруючі точки; напрям погляду спостерігача при проецію-

ванні, що перпендикулярний до площини проекцій, показано стрілками; поз-

начення «невидимих» точок вміщено в дужках («видимі» точки розміщено 

ближче до спостерігача, ніж «невидимі»). 
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Рис. 33. Наочне зображення та епюр мимобіжних прямих 
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Рис. 34. Наочне зображення та епюр  

взаємно перпендикулярних прямих 

 

Проекції двох взаємно перпендикулярних прямих, одна з яких паралельна 

площині проекцій, а інша не перпендикулярна до неї, є взаємно перпендику-

лярними (правило проеціювання прямого кута – прямий кут, одна сторона 

якого паралельна площині проекцій, а інша не перпендикулярна їй, проекцію-

ється на цю площину у вигляді прямого кута) (рис. 34). На рис. 34 АМ ┴ ВС, 

оскільки ВС // П2, а АМ не перпендикулярна до П2; АВ ┴ ВС, оскільки ВС // 

П1, а АВ не перпендикулярна до П1. 

 

2.3. Епюр площини 

Площина на епюрі може бути задана (рис. 35): 

1) проекціями трьох точок, які не лежать на одній прямій; 

2) проекціями прямої і точки, яка знаходиться поза прямою; 

3) проекціями двох пересічних прямих; 

4) проекціями двох паралельних прямих. 

Площина на проекціях може бути задана проекціями будь-якої плоскої фі-

гури. 
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Рис. 35. Задавання площини на епюрі 

 

Часто площину на епюрі задають слідами площини. 

Сліди площини на площинах проекцій – прямі, по яких дана площина пе-

ретинається з площинами проекцій. На рис. 36 Р1 – горизонтальний слід 

площини (пряма перетину площини Р з площиною П1); P2 – фронтальний 

слід (пряма перетину площин Р з площиною П2). У загальному випадку пло-

щина має три сліди (рис. 37, де Р3 – профільний слід на площині П3). 

 

 

    

Рис. 36. Наочне зображення та епюр двох слідів площини 

 
 

Рис. 37. Наочне зображення трьох слідів площини 

Сліди прямої, яка належить площині, знаходяться на однойменних слідах 

цієї площини. Побудову слідів площини, що задана паралельними прямими, 

показано на рис. 38; пересічними прямими – на рис. 39. 
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Рис. 38. Побудова слідів площини,  

що задана паралельними прямими 
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Рис. 39. Побудова слідів площини,  

що задана двома пересічними прямими 

Пряма належить площині за таких умов: 

1) якщо вона проходить через дві точки, які належать даній площині (на 

рис. 40 це пряма А1); 

2) якщо вона проходить через точку, яка належить даній площині, та пара-

лельна прямій, що знаходиться в цій площині (на рис. 41 це пряма В1, яка 

паралельна стороні АС). 

 

 
Рис. 40. Епюр площини  

з прямою А1, що їй належить 

 

Рис. 41. Епюр площини  

з прямою В1, що їй належить 
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Рис. 42. Епюр площини з точкою D, що їй належить 

Точка належить площині, якщо вона лежить на прямій, яка належить даній 

площині (на рис. 42 це точка D, яка належить прямій В1). 

Головні лінії площини: горизонталі, фронталі, профільні прямі та лінії 

найбільшого похилу до площин проекцій. 

Горизонталь площини – пряма, яка лежить у площині та паралельна пло-

щині проекцій П1 (рис. 43). 
 

 

 
Рис. 43. Наочне зображення та епюр  

із зображенням горизонталі площини 
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Фронталь площини – пряма, яка лежить в площині та паралельна площині 

проекцій П2 (рис. 44). 

 

 

 
Рис. 44. Наочне зображення та епюр  

із зображенням фронталі площини 

Профільна пряма площини – пряма, яка лежить у площині та паралельна 

площині П3. 

Горизонтальний, фронтальний та профільний слід площини – «нульові» го-

ризонталь, фронталь та профільна пряма площини. 

Лінії найбільшого похилу площини до площин П1, П2 та П3 – прямі, які 

лежать у ній та перпендикулярні або до горизонталей площини, або до її фро-

нталей, або до її профільних прямих. 

Лінія найбільшого похилу площини до площини П1 – лінія схилу площи-

ни (рис. 45). 
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Рис. 45. Наочне зображення та епюр площин  

із зображенням лінії найбільшого схилу 

Площина загального положення – площина, яка не перпендикулярна жо-

дній з площин проекцій (рис. 36, 37). 

Площина окремого (часткового) положення може бути: 

1) перпендикулярна лише до однієї з площин проекцій (проеціююча 

площина); 

2) площина перпендикулярна до двох площин проекцій, тобто паралель-

на третій (площина рівня). 

ПЛОЩИНИ, ПЕРПЕНДИКУЛЯРНІ ДО ОДНІЄЇ  

З ПЛОЩИН ПРОЕКЦІЙ 

Горизонтально-проеціююча площина – площина перпендикулярна до 

площини П1 (рис. 46). 
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Рис. 46. Наочне зображення та епюр  

горизонтально-проеціюючої площини 

Фронтально-проеціююча площина перпендикулярна до площини П2 

(рис. 47). 

 

 
 

 
      

Рис. 47. Наочне зображення та епюр  

фронтально-проеціюючої площини 
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Профільно-проеціююча площина перпендикулярна до площини П3 (рис. 

48). 

 

 
 

 
     

Рис. 48. Наочне зображення та епюр  

профільно-проеціюючої площини 

ПЛОЩИНИ, ПЕРЕПНДИКУЛЯРНІ ДО ДВОХ ПЛОЩИН ПРОЕКЦІЙ 

Горизонтальна площина перпендикулярна до площин П2 та П3, тобто па-

ралельна площині П1 (рис. 49). 

 



 35 

 
 

 
      

Рис. 49. Наочне зображення та епюр горизонтальної площини 

Фронтальна площина перпендикулярна до площин П1 та П3, тобто пара-

лельна площині П2 (рис. 50). 
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Рис. 50. Наочне зображення та епюр фронтальної площини 

 Профільна площина перпендикулярна до пло-

щин П1 та П2, тобто паралельна площині П3 (рис. 51). 

 

 

 
 

Рис. 51. Наочне зображення та епюр профільної площини 
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Пряма паралельна площині, якщо ця пряма паралельна будь-якій прямій у 

площині (на рис. 52 пряма l паралельна площині, оскільки l // СD). 

 
 

Рис. 52. Епюр прямої l, паралельної до площини 

 

Дві площини взаємно паралельні, якщо дві пересічні прямі одної площини 

взаємно паралельні двом пересічним прямим іншої (рис. 53). Дві площини 

взаємно паралельні, якщо їх однойменні сліди, що перетинаються, взаємно 

паралельні (рис. 54). 
 

 
 

     

Рис. 53. Зображення паралельних площин,  

заданих пересічними прямими 

 



 38 

 

 
 

Рис. 54. Зображення паралельних площин, заданих слідами 

 

Пряма перпендикулярна до площини (перпендикуляр до площини), якщо 

вона перпендикулярна до будь-яких двох пересічних прямих площини. Для 

простоти побудови з усіх цих прямих при побудові перпендикуляра до пло-

щини на кресленні вибирають горизонталь, фронталь та профільну пряму 

площини, тому що при цьому утворюються прямі кути, одна із сторін яких 

паралельна відповідній площині проекцій. Тоді у перпендикуляра до площи-

ни його горизонтальна проекція перпендикулярна до горизонтальної проекції 

горизонталі, фронтальна проекція перпендикулярна до фронтальної проекції 

фронталі, а профільна проекція перпендикулярна до профільної проекції про-

фільної прямої цієї площини (рис. 55). Якщо пряма перпендикулярна до пло-

щини, то її проекції перпендикулярні однойменним слідам площини (рис. 56). 
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Рис. 55. Зображення прямої, перпендикулярної до площини 

 
      

Рис. 56. Зображення прямої АС, перпендикулярної до площи-

ни,  

що задана слідами  

(через пряму АС проведено горизонтально-проеціюючу пло-

щину Q) 

 



 40 

 

Дві площини перпендикулярні, якщо одна з них проходить через пряму, що 

перпендикулярна до іншої площини. 

Побудову площини, яка перпендикулярна даній площині, виконують у та-

кий спосіб: 

1) площину проводять через пряму, що перпендикулярна до даної площини 

(рис. 57); 

2) площину проводять перпендикулярно до прямої, що лежить в даній пло-

щині або паралельна цій площині (рис. 58). 

 
 

Рис. 57. Епюр перпендикулярних площин 
 

 
 

Рис. 58. Епюр перпендикулярних площин 
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Рис. 59. Епюр перпендикулярних площин 

 

Перпендикулярність однойменних слідів двох площин на якійсь площині 

проекції відповідає взаємній перпендикулярності цих площин, якщо одна з 

них перпендикулярна до тієї ж площини проекцій (рис. 59). 

 

Питання та завдання для самоконтролю 

1. Як отримується креслення точки в системі П2, П1? 

2. Що таке «лінія проекційного зв’язку»? 

3. Як доводиться, що креслення, яке містить дві зв’язані між собою проек-

ції у вигляді точок, виражає деяку точку? 

4. Як будується профільна проекція точки за її фронтальною та горизонта-

льною проекціями? 

5. Що таке прямокутні декартові координати точки? 

6. Що таке квадранти або чверті простору? 

7. Що таке октанти? 

8. Дайте означення прямої загального положення? 

9. Які положення прямої в системі П2, П1, П3 вважаються окремими? 

10. Яке положення відносно площин проекцій мають прямі рівня? 

11. Яке положення відносно площин проекцій мають проеціюючі прямі? 

12. Як розділити на епюрі відрізок прямої лінії у заданому відношенні? 

13. Що називається слідом прямої лінії на площині проекцій? 

14. Як зображуються в системі П2, П1 дві прямі лінії, що перетинаються? 

15. Як зображуються в системі П2, П1 дві паралельні прямі лінії? 

16. Як зображуються в системі П2, П1 дві мимобіжні прямі лінії? 

17. В якому випадку прямий кут проеціюється у вигляді прямого кута? 

18. Як задається площина на кресленні? 
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19. Як розташовуються в системі П2, П1, П3 площини загального положен-

ня? 

20. При якому положенні відносно площин проекцій площини вважаються 

окремими? 

21. Яке положення відносно площин проекцій мають проеціюючі площи-

ни? 

22. Яке положення відносно площин проекцій мають площини рівня? 

23. Дайте визначення сліда площини на площині проекцій? 

24. Як визначити на кресленні, чи належить пряма даній площині? 

25. Як побудувати на епюрі точку, що належить даній площині? 

26. Що таке фронталь, горизонталь, профільна пряма та лінія найбільшого 

схилу площини? 

27. На чому ґрунтується побудова прямої лінії, що є паралельною деякій 

площині? 

28. Які ознаки паралельності двох площин на епюрі? 

29. Як розташовуються проекції перпендикуляра до площини на епюрі? 

30. Як побудувати на епюрі площини, що є взаємно перпендикулярними? 

 

 
РОЗДІЛ 3. СПОСОБИ ПЕРЕТВОРЕННЯ ПРОЕКЦІЙ  

ТА РОЗВ’ЯЗУВАННЯ МЕТРИЧНИХ ЗАДАЧ 
 

Побудови та розв’язування задач нарисної геометрії значно спрощуються, 

якщо геометричні елементи (прямі лінії та плоскі фігури) знаходяться в окре-

мому положенні відносно площин проекцій. Приведення геометричного еле-

мента із загального положення в окреме забезпечується перетворенням прое-

кцій. 

Два основних способи перетворення проекцій: 

1) задану систему площин проекцій змінюють на нову так, щоб у ній вихі-

дні об’єкти опинились в окремому положенні, не змінюючи свого роз-

міщення в просторі (спосіб заміни площин проекцій); 

2) положення вихідних об’єктів у просторі змінюється так, щоб вони при-

йняли окреме положення відносно площин проекцій (спосіб обертання). 
 

3.1. Спосіб заміни площини проекцій 

Сутність способу полягає в тому, що положення геометричного елемента в 

просторі лишається незмінним, а система П2, П1 доповнюється площинами, 

що утворюють з П2 або П1, або між собою системи двох взаємно перпендику-

лярних площин, які приймаються за площини проекцій. 
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Кожну нову систему вибирають так, щоб одержати положення елемента, 

яке найбільш зручне для виконання потрібної побудови. 

На рис. 60 показано перетворення проекцій точки з системи П2, П1 в систе-

му П1, П4. На рис. 61 – з системи П2, П1 в систему П2, П4. 

 

 
 

Рис. 60. Сутність способу заміни площин проекцій  

(перетворення проекцій точки з системи П2, П1 в П1, П4) 

 

 
 

Рис. 61. Перетворення проекцій точки з системи П2, П1 в П2, 

П4 

Введення однієї допоміжної площини проекцій 

Застосовується для перетворення прямої загального положення у пряму рі-

вня, площини загального положення у проеціюючу. 

На рис. 62, 63 показано введення однієї допоміжної площини проекцій для 

визначення дійсної величини відрізка прямої лінії і кута нахилу α до площини 

П1 (рис. 62) та кута нахилу β до площини П2 (рис. 63). 
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Рис. 62. Перетворення прямої загального положення в пряму 

рівня 

 
 

Рис. 63. Перетворення прямої загального положення в пряму 

рівня 

 

На рис. 64, 65 та 66 показано введення однієї допоміжної площини проек-

цій для визначення кутів нахилу даної площини до площин П1 та П2 (приве-

дення площини в проеціююче положення – паралельно одній з площин про-

екцій). 
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Рис. 64. Перетворення площини загального положення  

в проеціюючу 

 
 

Рис. 65. Перетворення площини загального положення  

в проеціюючу 
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Рис. 66. Перетворення площини загального положення  

в проеціюючу 

Введення двох допоміжних площин проекцій 

Застосовується для перетворення прямої загального положення в проецію-

ючу, площину загального положення в площину рівня. 

На рис. 67 показано приведення прямої в проеціююче положення шляхом 

введення двох допоміжних площин проекцій. 
 

 

 
 

Рис. 67. Перетворення прямої загального положення в прое-

ціюючу 
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Рис. 68. Перетворення площини загального положення  

в площину рівня 

 

На рис. 68 показано приведення площини в положення рівня для визначен-

ня дійсного вигляду плоскої фігури шляхом введення двох допоміжних пло-

щин проекцій. 

 

3.2. Спосіб обертання 

При обертанні геометричного елемента навколо осі кожна його точка опи-

сує коло в площині, яка перпендикулярна до осі обертання. Геометричні еле-

менти способу обертання: вісь, площина, центр та радіус обертання. 

Як осі обертання використовуються прямі, що перпендикулярні або пара-

лельні площинам проекцій, а також ті, що належать площинам. 

 

3.2.1. Спосіб обертання навколо проеціюючої прямої 

При обертанні геометричного елемента навколо проеціюючої прямої траєк-

торії переміщення точок елемента проеціюються на площину, яка перпенди-

кулярна до осі обертання, у вигляді концентричних кіл, а на площину, яка па-

ралельна осі, – у вигляді відрізків прямих, що паралельні осі проекцій. 

На рис. 69 показано обертання точки навколо горизонтально-проеціюючої 

прямої, на рис. 70 – навколо фронтально-проеціюючої прямої. 
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Рис. 69. Обертання точки  

навколо горизонтально-проеціюючої прямої 

 

 

Рис. 70. Обертання точки навколо фронтально-проеціюючої 

прямої 
 

 

На рис. 71 показано приведення прямої в положення рівня (фронтальна 

пряма), що здійснюється шляхом обертання навколо горизонтально-

проеціюючої прямої. На рис. 72 – приведення прямої в проеціююче положен-

ня (горизонтально-проеціююче) шляхом подвійного обертання навколо гори-

зонтально- та фронтально-проеціюючих прямих. На рис. 73 – приведення 

площини в горизонтально-проеціююче положення шляхом обертання навколо 

фронтально-проеціюючої прямої, що лежить в площині П1 і перетинає гори-

зонтальний слід площини. 
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Рис. 71. Обертання прямої загального положення  

до положення прямої рівня 

 
Рис. 72. Обертання прямої загального положення  

до положення проеціюючої прямої 

 
Рис. 73. Обертання площини загального положення  

до положення проеціюючої площини 

На рис. 74 та 75 обертання площин здійснюється навколо горизонтально-

проеціюючої прямої на кут α. 
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Рис. 74. Обертання площини на кут α 

 
Рис. 75. Обертання площини на кут α 

На рис. 76 показано визначення дійсної величини трикутника, що лежить в 

горизонтально-проеціюючій площині, обертанням навколо горизонтально-

проекціюючої осі. На рис. 77 визначення дійсної величини чотирикутника, 

що лежить у фронтально-проеціюючій площині, здійснюється обертанням на-

вколо фронтально-проеціюючої осі. На рис. 78 – визначення дійсної величини 

трикутника, що лежить у площині загального положення, виконується по-

двійним обертанням навколо горизонтально- та фронтально-проеціюючих 

осей. 
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Рис. 76. Обертання проеціюючої площини  

до положення площини рівня 

 
Рис. 77. Обертання проеціюючої площини  

до положення площини рівня 

 
 

Рис. 78. Обертання площини загального положення  

до положення площини рівня 

 

3.2.2. Спосіб плоско-паралельного переміщення 
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Спосіб базується на обертанні навколо проеціюючої прямої без позначення 

на кресленні осі обертання. 

Сутність способу: одна проекція геометричного елемента, не змінюючи ви-

гляду та величини, переміщуються в потрібне положення, а потім будується 

друга проекція, всі точки якої переміщуються по прямих, що паралельні осі 

проекцій. 

На рис. 79 показано використання способу плоско-паралельного перемі-

щення для приведення прямої в горизонтально-проеціююче положення (здій-

снюється двома переміщеннями), на рис. 80 – для приведення площини в по-

ложення рівня відносно горизонтальної площини проекцій (здійснюється 

двома переміщеннями). 

 
      

Рис. 79. Переміщення прямої загального положення  

в положення проеціюючої прямої 

 

 
      

Рис. 80. Переміщення площини загального положення  
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в положення площини рівня 

3.2.3. Спосіб обертання навколо лінії рівня 

Форму та розміри плоскої фігури (дійсну величину) можна визначити обер-

танням навколо осі, що паралельно площині проекцій, одним обертом, приво-

дячи фігуру в положення, паралельне площині проекцій. Траєкторії перемі-

щення точок фігури спроеціюється на площину, паралельну осі обертання, у 

вигляді прямих, що перпендикулярні до проекції осі обертання на цю площи-

ну. 
  

 

 
Рис. 81. Визначення дійсної величини відрізка  

обертанням навколо лінії рівня 
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Рис. 82. Визначення дійсної величини трикутника  

обертанням навколо лінії рівня 

 

На рис. 81 показано визначення дійсної величини відрізка прямої шляхом 

приведення її в горизонтальне положення рівня обертанням навколо горизон-

талі, що проходить через кінець відрізка. 

На рис. 82 – визначення дійсної величини плоскої фігури шляхом приве-

дення її в горизонтальне положення обертанням навколо її горизонталі. 

 

3.2.4. Спосіб суміщення 

На відміну від розглянутих способів перетворення проекцій, цей спосіб до-

зволяє одним перетворенням (обертанням) перевести площину загального по-

ложення в площину рівня. 

Якщо площину обертати навколо її сліду до суміщення із площиною прое-

кцій, в якій розміщений цей слід, то геометричні елементи, що розміщені в 

площині, будуть зображені без спотворення. Спосіб суміщення – окремий ви-

падок способу обертання навколо лінії рівня, тому що сліди площини можна 

вважати її «нульовими» головними лініями рівня. 

На рис. 83,а показано визначення дійсної величини трикутника, розміщено-

го в горизонтально-проеціюючій площині, суміщенням останнього із горизо-

нтальною площиною проекцій шляхом обертання навколо горизонтального 

сліду; на рис. 83,б – суміщенням даної площини із фронтальною площиною 

проекцій шляхом обертання навколо фронтального сліду. На рис. 84,а показа-

но визначення дійсної величини прямокутника, розміщеного у фронтально-

проеціюючій площині, суміщенням останньої із горизонтальною площиною 
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проекцій шляхом обертання навколо горизонтально сліду; на рис. 84,б – су-

міщенням даної площини із фронтальною площиною проекцій шляхом обер-

тання навколо фронтального сліду. 

 

 

 
 

 

а 

 

б 

 

Рис. 83. Визначення натуральної величини трикутника  

способом суміщення 

 

 

 
А 
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Б 

Рис. 84. Визначення дійсної величини прямокутника  

способом суміщення 
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Рис. 85. Суміщення площини, заданої слідами,  

із горизонтальною площиною проекцій 

На рис. 85 показано суміщення даної площини загального положення із го-

ризонтальною площиною проекцій шляхом обертання навколо горизонталь-

ного сліду. На рис. 86 – суміщення даної площини із фронтальною площиною 

проекцій обертанням навколо фронтального сліду. 

 

 

 
 

 

Рис. 86. Суміщення площини, заданої слідами,  

із фронтальною площиною проекцій 
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Рис. 87. Визначення дійсної величини трикутника  

способом суміщення 

         

На рис. 87 показано визначення дійсної величини трикутника, розміщеного 

в площині загального положення, шляхом суміщення останнього із горизон-

тальною площиною проекцій обертанням навколо горизонтального сліду. 

3.3. Метричні задачі 

Метричні задачі – задачі, розв’язування яких пов’язано зі знаходженням 

характеристик геометричних фігур, які визначаються (вимірюються) лінійни-

ми та кутовими величинами. 

Всі метричні задачі зводять до розв’язування двох типів задач: 

1) визначення відстані між двома точками; 

2) знаходження величини кута між двома прямими, що перетинаються. 

До метричних відносяться також задачі на побудову відрізка та кута за за-

даними лінійними та градусними величинами. 



 59 

 

Незважаючи на те, що чисто метричні задачі зустрічаються рідко, доцільно 

виділити їх у самостійну групу, включивши до неї й ті задачі, в яких на про-

міжних етапах розв’язування доводиться з’ясовувати позиційні відношення 

між геометричними фігурами (приналежність або перетин). 

Метричні задачі розв’язуються переважно за допомогою перетворення про-

екцій. 

 

3.3.1. Метричні задачі, які пов’язані з визначенням лінійних величин 

Розв’язання всіх метричних задач на визначення відстаней зводиться до 

знаходження відстані між двома точками. 

Проекція відрізка прямої на будь-якій площині дорівнює самому відрізку, 

якщо він є паралельним цій площині (рис. 88).4 
 

 
 

Рис. 88. Відрізок прямої, що є паралельний до площини прое-

кцій 

Визначити натуральну величину відстані між двома точками (привести від-

різок в положення рівня) можна такими способами: прямокутного трикутника 

(рис. 89), заміни площин проекцій (рис. 90), обертання (рис. 91), плоско-

паралельного переміщення (рис. 92) та суміщення (рис. 93). 
 

  
Рис. 89. Визначення натура-

льної величини відрізка пря-

мої  

способом трикутника 

Рис. 90. Визначення натураль-

ної величини відрізка прямої 

способом заміни площин про-

екцій 
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Рис. 91. Визначення  

натуральної величини від-

різка прямої способом обе-

ртання 

Рис. 92. Визначення натураль-

ної величини відрізка прямої  

способом плоско-паралельного 

переміщення 

 
 

Рис. 93. Визначення дійсної величини відрізка прямої  

способом суміщення 

 

Відстань від точки до прямої визначається довжиною відрізка перпенди-

куляра, опущеного з точки на пряму. Загальний алгоритм розв’язування зада-

чі (рис. 94): 

1) через дану точку та пряму проводиться допоміжна площина; 

2) допоміжна площина разом з даною точкою та прямою приводиться в по-

ложення рівня або проеціююче. 

Визначити відстань від точки до прямої можна, повернувши площину, яка 

визначається точкою та прямою, навколо лінії рівня цієї площини до поло-

ження, паралельного площині проекцій (рис. 95). На рис. 96 показано визна-
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чення відстані від точки до прямої шляхом обертанням їх спільної площини 

навколо горизонталі до положення, паралельного площині П1. 

 
 

Рис. 94. Визначення відстані від точки до прямої  

загальним способом 

 

 

 
Рис. 95. Визначення відстані від 

точки до прямої обертанням навко-

ло лінії рівня 

Рис. 96. Визначення на 

епюрі відстані від точки  

до площини обертанням 

навколо горизонталі 

Якщо пряма, є перпендикулярною до будь-якої площини, то відстань від 

точки до прямої вимірюється відстанню між проекцією точки та точкою – 

проекцією прямої на цій площині (рис. 97). Визначити відстань від точки до 

площини шляхом приведення прямої в проеціююче положення можна спосо-

бом заміни площин проекцій (рис. 98) та плоско-паралельного переміщення 

(рис. 99). 
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Рис. 97. Визначення відстані від точки до прямої,  

коли пряма займає проеціююче положення 

 
Рис. 98. Визначення відстані від точки до прямої  

шляхом переведення прямої в проеціююче положення  

способом заміни площин проекцій 

 
 

Рис. 99. Визначення відстані від точки до прямої  

шляхом переведення прямої в проеціююче положення  

способом плоско-паралельного переміщення 
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Відстань між паралельними прямими визначається довжиною перпенди-

куляра, який опущено з точки, що знаходиться на одній прямій, на іншу пря-

му (рис. 100). 

 

 
 

Рис. 100. Визначення відстані між двома паралельними пря-

мими 

На рис. 101 показано визначення відстані між паралельними прямим шля-

хом приведення прямих у проеціююче положення способом заміни площин 

проекцій. 
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Рис. 101. Визначення відстані між двома паралельними пря-

мими способом заміни площин проекцій 

Відстань від точки до площини визначається довжиною відрізка перпен-

дикуляра, який опущено з точки на площину (рис. 102). 
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Рис. 102. Визначення відстані від точки до площини 

 

Відстань від точки до площини проеціюється на будь-яку площину проек-

цій у дійсну величину, якщо дана площина є перпендикулярною до площини 

проекцій (рис. 103). Визначити відстань від точки до площини шляхом приве-

дення цієї площини в проеціююче положення можна способом заміни пло-

щин проекцій (рис. 104) та плоско-паралельного переміщення (рис. 105). 

 
 

Рис. 103. Визначення відстані від точки до площини,  

що займає проеціююче положення 
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Рис. 104. Визначення відстані від точки до площини  

шляхом приведення площини в проеціююче положення  

способом заміни площин проекцій 
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Рис. 105. Визначення відстані від точки до площини  

шляхом приведення площини в проеціююче положення  

способом плоско-паралельного переміщення 

        

Відстань між прямою та площиною, що паралельні між собою, визнача-

ється довжиною відрізка перпендикуляра, який опущено з довільної точки 

прямої на площину. 

Відстань між двома паралельними площинами  визначається довжиною 

відрізка перпендикуляра, який опущено з точки на одній площині, на іншу 

площину. На рис. 106 показано визначення відстані між двома площинами, 

що займають проеціююче положення. 

 
 

Рис. 106. Визначення відстані між паралельними площинами,  

що займають проеціююче положення 

 

Цю задачу можна розв’язувати способами: заміни площин проекцій (рис. 

107) та плоско-паралельного переміщення (рис. 108). 
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Рис. 107. Визначення відстані між двома паралельними пло-

щинами шляхом переведення їх в проеціююче положення  

способом заміни площин проекцій 

 
 

Рис. 108. Визначення відстані між двома паралельними пло-

щинами шляхом переведення їх в проеціююче положення  

способом плоско-паралельного переміщення 

    

Визначення відстані між двома мимобіжними прямими зводиться до 

розв’язування задачі на знаходження відстані між паралельними площинами, 

які можуть бути проведені через задані мимобіжні прямі (рис. 109). 
 

 
 

Рис. 109. До визначення відстані між двома мимобіжними 

прямими 
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Ця задача може бути розв’язана шляхом приведення одної з  прямих в про-

еціююче положення (рис. 110), наприклад, способом заміни площин проекцій 

(рис. 111) або способом плоско-паралельного переміщення (рис. 112). 

 
 

Рис. 110. Визначення відстані між двома мимобіжними пря-

мими, одна з яких займає проеціююче положення 

 

 
 

Рис. 111. Визначення відстані між двома мимобіжними пря-

мими шляхом приведення однієї з них в проеціююче поло-

ження  

способом заміни площин проекцій 
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Рис. 112. Визначення відстані між двома мимобіжними пря-

мими шляхом переведення однієї з них в проеціююче поло-

ження  

способом плоско-паралельного переміщення 

 

3.3.2. Метричні задачі, які пов’язані з визначенням кутових величин 

Розв’язування всіх метричних задач на визначення кутів зводиться до зна-

ходження дійсної величини кута між двома пересічними прямими. 

Якщо площина кута паралельна будь-якій площині проекцій, то даний кут 

проеціюється на площину без спотворення (рис. 113). Цю задачу можна 

розв’язувати такими способами: обертанням навколо лінії рівня (горизонталі) 

(рис. 114), заміни площин проекцій (рис. 115) та плоско-паралельного пере-

міщення (рис. 116).6 

 
 

Рис. 113. Визначення відстані між пересічними прямими,  

якщо площина кута паралельна до площини проекцій 
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Рис. 114. Визначення кута між пересічними прямими  

обертанням навколо лінії рівня (горизонталі) 

 

 
      

Рис. 115. Визначення кута 

між пересічними прямими 

способом заміни площин про-

екцій 

 

Рис. 116. Визначення кута 

між пересічними прямими  

способом плоско-

паралельного  

переміщення 

Кут між прямою та площиною визначається як кут, між самою прямою та 

її ортогональною проекцією на цю площину. Загальний алгоритм 

розв’язування задачі (рис. 117): 

1) з довільної точки А даної прямої АВ опускається перпендикуляр Аар на 

дану площину Р; 

2) визначається дійсна величина кута β між прямою АВ та перпендикуля-

ром Аар; 

3) обчислюється величина шуканого кута між прямою АВ та площиною 

Р:   90 . 
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Рис. 117. До визначення кута між прямою та площиною 

 

 
Рис. 118. Визначення кута між прямою та площиною  

способом обертання навколо лінії рівня (горизонталі) 

На рис. 118 показано визначення кута між прямою та площиною за допо-

могою способу обертання навколо лінії рівня. 

Кут, який утворено двома площинами, – це лінійний кут, одержаний при 

перетині даних площин третьою площиною, що є перпендикулярною до двох 

заданих площин. Розв’язування задачі можна спростити, використовуючи та-

кий загальний алгоритм (рис. 119): 

1) з довільної точки (в просторі) опускаються перпендикуляри на обидві 

задані площини; 

2) визначається дійсна величина кута (δ) між перпендикулярами; 

3) обчислюється величина шуканого кута між площинами   180 . 
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Рис. 119. Визначення на наочному зображенні кута  

між двома площинами 

 

На рис. 120 показано визначення кута між двома площинами шляхом побу-

дови двох перпендикулярів з однієї точки методом обертання навколо лінії 

рівня. 

 
 

Рис. 120. Визначення на епюрі кута між двома площинами  

способом обертання 

 

Якщо ребро двогранного кута виявиться перпендикулярним до будь-якої 

площини, то проекція двогранного кута, яку одержано на цій площині, є лі-

нійним кутом (рис. 121). Цю задачу можна розв’язати способом заміни пло-

щин проекцій (рис. 122) та плоско-паралельного переміщення (рис. 123). 
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Рис. 121. Визначення кута між двома площинами,  

коли ребро двогранного кута, що утворюють ці площини,  

є перпендикулярним до третьої площини 

 
 

Рис. 122. Визначення способом заміни проекцій кута  

між площинами, що прилягають до ребра АВ 

 

 
 

Рис. 123. Визначення способом плоско-паралельного перемі-

щення відстані між площинами, що прилягають до ребра АВ 
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Кутом між мимобіжними прямими є кут між пересічними прямими, які ві-

дповідно паралельні даним мимобіжним. Для визначення кута між мимобіж-

ними прямими АВ та CD можна через точку С одної прямої CD провести пря-

му СМ, що паралельна іншій прямій АВ, тоді величина одержаного кута МСD 

є кутом між прямими АВ та CD (рис. 124). 

 

 

 
 

Рис. 124. Визначення кута  

між мимобіжними прямими 

 

 

Рис. 125. Визначення кута  

між мимобіжними прямими  

способом обертання навколо 

лінії рівня (горизонталі) 

      

Приклад розв’язання задачі способом обертання навколо горизонталі пока-

заний на рис. 125. 

Кут нахилу прямої до площини проекцій. Якщо пряма паралельна пло-

щині П2, то кут між цією прямою та площиною П1 (кут α) зображується без 

спотворення на фронтальній проекції (рис. 126). Якщо ж пряма паралельна 

площині П1, то кут, який утворено цією прямою з площиною П2, (кут β) зо-

бражується без спотворення на горизонтальній проекції (рис. 127). 

  
 

Рис. 126. Кут нахилу α фрон-

 

Рис. 127. Кут нахилу β 



 76 

 

тальної прямої до горизонта-

льної площини проекцій 

горизонтальної прямої до 

фронтальної площини проек-

цій 

 

 
 

 

Рис. 128. Визначення кутів  

нахилу прямої до площин  

проекцій способом  

прямокутного трикутника 

 

Рис. 129. Визначення кутів  

нахилу прямої до площин  

проекцій способом заміни  

площин проекцій 

 
 

Рис. 130. Визначення кутів нахилу прямої до площин проекцій  

способом плоско-паралельного переміщення 
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Розв’язати цю задачу можна шляхом побудови прямокутного трикутника 

(рис. 128), а також приведення прямої в положення рівня способом заміни 

площин проекцій (рис. 129) та обертання навколо проеціюючої прямої (рис. 

130). 

Кут нахилу даної площини до площини проекцій. Кут нахилу α даної 

площини до площини П1 проеціюється без спотворення на площину П2, якщо 

дана площина є перпендикулярною до площини П2 (рис. 131), а кут нахилу β 

даної площини до площини П2 проеціюється без спотворення на площину П1, 

якщо дана площина перпендикулярна до площини П1 (рис. 132). 

 

  
      

Рис. 131. Кут нахилу α  

фронтально-проеціюючої  

площини до горизонтальної 

площини проекцій 

      

Рис. 132. Кут нахилу β  

горизонтально-проеціюючої  

площини до фронтальної  

площини проекцій 

 
 

 
      

Рис. 133. Визначення кутів  

нахилу площини до площин 

проекцій способом заміни  

площин проекцій 

      

Рис. 134. Визначення кутів  

нахилу площини до площин  

проекцій способом плоско-

паралельного переміщення 
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Розв’язати цю задачу можна шляхом приведення даної площини в проеці-

ююче положення способом: заміни площин проекцій (рис. 133) та плоско-

паралельного переміщення (рис. 134). 
 

Питання та завдання для самоконтролю 

1. У чому полягає «спосіб заміни площин проекцій»? 

2. Яке положення в системі П2, П1 повинна зайняти площина П4, що вво-

диться для утворення системи П2, П4? 

3. Як знайти довжину відрізка прямої лінії та кути нахилу цієї прямої з 

площинами П2 та П1, вводячи додаткові площини проекцій? 

4. Скільки і в якій послідовності потрібно ввести додаткових площин в сис-

тему П2, П1, щоб задана пряма загального положення опинилась перпендику-

лярною до додаткової площини проекцій? 

5. Скільки і в якій послідовності потрібно ввести додаткових площин в сис-

тему П2, П1, щоб отримати дійсну величину фігури, площина якої є площи-

ною загального положення? 

6. У чому полягає спосіб обертання? 

7. Як називається спосіб обертання без зазначення осі? 

8. У чому полягає «спосіб суміщення»? 

9. Як визначити натуральну величину відрізка прямої лінії та її кути з пло-

щинами П2 та П1? 

10. Як визначити відстань від точки до прямої загального положення? 

11. Як визначити відстань від точки до площини загального положення? 

12. Як визначити відстань між двома паралельними площинами, між двома 

паралельними прямим, між мимобіжними прямими? 

13. Як знайти натуральну величину плоского кута? 

14. Як знайти натуральну величину кута між прямою та площиною? 

15. Як знайти натуральну величину кута, що утворений двома площинами? 

РОЗДІЛ 4. КРИВІ ЛІНІЇ 

 

4.1. Загальні відомості про криві лінії 

Визначення кривої лінії: 

- траєкторія руху точки на площині або в просторі; 

- наслідок взаємного перетину поверхонь або перерізу поверхні площиною; 

- геометричне місце точок, що відповідає визначеним для цієї кривої умо-

вам. 

Криві лінії поділяються на: плоскі (всі точки лежать в одній площині) та 

просторові (точки не належать одній площині). 
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Способи задавання кривих ліній: 

- аналітичний – математичним рівнянням; 

- графічний – візуально на носії графічної інформації; 

- табличний – координатами послідовного ряду точок. 

Дотична пряма (КТ) до кривої лінії в точці (К) – граничне положення січ-

ної (KS1) (рис. 135). Дотична передає напрям руху точки, що утворює криву. 

Нормаль – перпендикуляр до дотичної, який збігається з радіусом кривизни 

R. Радіусом кривизни називається радіус кола, що проходить через точку до-

тику і дві нескінченно близькі до неї точки. 

Дотична до кривої лінії проеціюється в дотичну до проекції кривої. 

 
 

Рис. 135. До визначення дотичної прямої до кривої лінії в точ-

ці 

Плавна крива – в усіх точках одна дотична (рис. 136). 

Ламана крива – є точки зламу із двома дотичними        (рис. 137). 

Опукла крива – в усіх точках повторюється однакове розміщення віднос-

но дотичної і нормалі (рис. 138). 

 

  
 

 

Рис. 136. Приклад 

плавної кривої 

 

Рис. 137. Приклад  

ламаної кривої 

 

Рис. 138. Приклад 

опуклої кривої 
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Рис. 139. До визначення  

кривизни плоскої кривої в то-

чці 

 

Рис. 140. Наближене визна-

чення довжини кривої лінії 

                

Кривизна плоскої кривої в точці – границя, до якої наближається величи-

на відношення кута між дотичними, проведеними в сусідніх точках кривої, до 

довжини дуги, якщо остання наближається до нуля (рис. 139):  211 AAlimK  , 

при 021 AA . 

Кривизна кривої в точці дорівнює зворотній величині радіуса кривизни:  

RK 1 . 

Замінивши криву лінію ламаною, можна одержати її «розгортку» (рис. 140) 

і наближено визначити довжину. 

  

4.2. Плоскі криві лінії 

Криві лінії другого ступеня – алгебраїчні криві, що описуються в системі 

прямокутних координат рівнянням другого ступеня відносно поточних коор-

динат. Загальне рівняння другого ступеня із двома змінними має такий ви-

гляд: 
 

                   0222 22  FEyDxCyBxyAx                  (1) 

 

Якщо покласти А=1/а
2
, В=0, С=1/в

2
, D=0, F=–1, то можна отримати рівнян-

ня 1
2

2

2

2


в

у

а

х
, що визначає еліпс. 

 Еліпс – замкнена крива лінія, сума відстаней від кожної точки якої до 

двох даних точок (фокусів F1 та F2) є стала величина (рис. 141). Коло – окре-

мий випадок еліпса при а = b. Коло, розміщено в площині, яка не паралельна 

площині проекцій, проціюється у вигляді еліпса (рис. 142). 

 

 



 81 

 

 
 

Рис. 141. Еліпс 

       

Рис. 142. Проекція кола,  

площина якого не паралельна площині проекцій 

 

Якщо в рівнянні (1) покласти А=1/а
2
, В=0, С=1/в

2
, D=0, Е=0, F=–1, то мож-

на отримати рівняння 1
2

2

2

2


в

у

а

х
, яке визначає гіперболу. 

 

 

 
 

Рис. 143. Парабола  
 

Рис. 144. Гіпербола 
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Гіпербола – крива лінія, різниця відстаней від кожної точки якої до двох 

даних точок (фокусів F1 та F2) є стала величина (рис. 143).  

Якщо в рівнянні (1) покласти А=0, В=0, С=1, D=–р, Е=0, F=0, то можна 

отримати рівняння pxy 22  , що визначає параболу. 

Парабола – крива лінія, кожна точка якої рівновіддалена від заданої точки 

(фокуса F) та заданої прямої (директриси CD) (рис. 144). 

Циклоїдальні криві утворені траєкторіями точок кола, що котиться без 

ковзання по будь-якій напрямній лінії. 

Циклоїда – крива лінія, яку утворює точка кола, що котиться без ковзання 

по прямій лінії (рис. 145). 

Епіциклоїда та гіпоциклоїда – криві лінії, які утворює точка кола, що ко-

титься без ковзання, відповідно, зовні та всередині  нерухомого кола (рис. 

146). 

 

 

 

 
 

Рис. 145. Циклоїда 

 

Рис. 146. Епіциклоїда 

 

 

Синусоїда – крива лінія, що зображує зміну синуса кута залежно від зміни 

величини кута (рис. 147). 

 

 
 

Рис. 147. Синусоїда 
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Евольвента кола – крива лінія, яка утворюється точкою прямої, що пере-

кочується по колу без ковзання (рис. 148). 

 

 

 
 

Рис. 148. Евольвента кола 

 

Рис. 149. Спіраль Архімеда 

 

Спіраль Архімеда – крива лінія, яку утворює точка, що рівномірно-

поступально рухається по радіусу круга, який в свою чергу рівномірно обер-

тається навколо нерухомої точки – полюса О спіралі (рис. 149). 

 

4.3. Гвинтові лінії 

Гвинтові лінії – найбільш поширені в техніці просторові криві лінії. 

Циліндрична гвинтова лінія – траєкторія руху точки, яка рівномірно обе-

ртається навколо осі та одночасно рівномірно пересувається в напрямку цієї 

осі (рис. 150). Елементи циліндричної гвинтової лінії: виток – траєкторія ру-

ху точки за один оберт циліндра (А0А12); крок – відстань між точками А0 та 

А12; вісь ОО; радіус – відстань точки А до осі ОО. Параметри, що визнача-

ють циліндричну гвинтову лінію – діаметр циліндра та крок. 

Проекція циліндричної гвинтової лінії на площину, паралельну осі, є сину-

соїдою, а на площину, перпендикулярну до осі, – колом (рис. 151). 

Гвинтова лінія, яку побудовано за правилом правого гвинта, є лінією з 

правим ходом (права гвинтова лінія) (рис. 151), а за правилом лівого гвин-

та, – лінією з лівим ходом (ліва гвинтова лінія) (рис. 152). 
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Рис. 150. Наочне  

зображення циліндри-

чної гвинтової лінії 

 

Рис. 151. Проекції 

правої гвинтової 

лінії 

 

Рис. 152. Проек-

ції лівої гвинто-

вої лінії 

На рис. 153 показано розгортку циліндричної гвинтової лінії. Крутість під-

йому гвинтової лінії визначаються формулою dhtg   , де α – кут підйому 

гвинтової лінії, h – крок, d = діаметр циліндра. 
 

 
 

Рис. 153. Розгортка циліндричної гвинтової лінії 

 

Гвинтова лінія зі змінним кроком утворюється як і циліндрична гвинтова 

лінія, але при нерівномірному пересуванні точки в напрямку осі (рис. 154). 
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Рис. 154. Гвинтова лінія зі змінним кроком 

Конічна гвинтова лінія – траєкторія руху точки, що рівномірно пересува-

ється по твірній прямого кругового конуса, яка рівномірно обертається на-

вколо осі конуса (рис. 155). Проекція конічної гвинтової лінії на площину, па-

ралельну осі лінії, є синусоїдою із висотою, що зменшується, а на площину, 

перпендикулярну до осі, – спіраллю Архімеда. Конічна гвинтова лінія вико-

ристовується в конічних зубчатих колесах із спіральним зубом (рис. 156). 
 

 
 

Рис. 155. Конічна гвинтова лінія 
 

 
 

Рис. 156. Конічні зубчасті колеса,  

в яких використовується конічна гвинтова лінія 
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Гвинтова лінія може бути утворена на довільній поверхні обертання, на-

приклад, на поверхні сфери (рис. 157) або на поверхні, що утворена обертан-

ням дуги В2В2 навколо осі О2О2, тобто на поверхні тора (рис. 158). Остання 

гвинтова лінія використовується у глобоїдальних черв’яках (рис. 159). 
 

  
 

Рис. 157. Гвинтова лінія  

на поверхні сфери 

 

Рис. 158. Гвинтова лінія  

на поверхні тора 

 

 
 

Рис. 159. Глобоїдальний черв’як,  

в якому використано гвинтову лінію, зображену на рис. 158 

Питання та завдання для самоконтролю 

1. У чому полягає різниця між плоскою та просторовою кривими лініями? 

2. Який  вигляд має проекція просторової кривої? 

3. Що таке опукла плоска крива? 

4. За скількома проекціями можна судити про характер точок плоскої кри-

вої? 

5. За скількома проекціями можна судити про характер точок просторової 

кривої? 

6. Як утворюються циліндрична та конічна гвинтові лінії? 

7. Що називається кроком гвинтової лінії? 
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8. Який вигляд мають проекції циліндричної та конічної гвинтових ліній на 

площину – паралельну осі гвинтової лінії та перпендикулярну до цієї осі? 

 

 

 

РОЗДІЛ 5. ПОВЕРХНІ, УТВОРЕННЯ  

ТА ЗАДАВАННЯ НА КРЕСЛЕННІ 

 

5.1. Загальні відомості про поверхні 

Поверхню можна розглядати як спільну частину двох суміжних просторів.  

Способи задавання поверхні: 

1) кінематичний – за допомогою твірних та напрямних, коли поверхня ви-

значається як слід лінії, що рухається по іншій лінії або поверхні; 

2) аналітичний; 

3) каркасом – точковим, лінійним. 

Твірна – лінія, яка утворює поверхню. 

Напрямна – лінія, яка задає закон руху твірної (перетин з якою під час ру-

ху твірної є обов’язковим). 

Поверхня вважається заданою, якщо відносно будь-якої точки простору 

однозначно вирішується питання про належність точки до даної поверхні. 

Класифікація поверхонь: 

1) гранні – утворені площинами, що перетинаються; 

2) криві – не можуть бути утворені площинами. 

Криві поверхні: 

1) лінійчасті – можуть бути утворені прямою лінією; 

2) нелінійчасті – тільки крива лінія може бути твірною. 

Поверхні, що розгортаються, можуть бути розгорнуті так, що усіма своїми 

точками вони сумістяться з площиною без будь-яких пошкоджень. До таких 

поверхонь, крім гранних, належать лише лінійчасті, причому такі, у яких су-

міжні прямолінійні твірні паралельні або перетинаються між собою. 

Поверхнями, що не розгортаються (скісними поверхнями), є всі криві нелі-

нійчасті та лінійчасті, які не можуть бути розгорнутими в площину без пош-

коджень. 

 

5.2. Гранні поверхні 

Елементи гранних поверхонь: 

1) вершини – точки; 

2) ребра – прямі; 
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3) грані – плоскі фігури. 

Опуклий багатогранник – це багатогранник, всі вершини і ребра якого 

знаходяться по один бік площини будь-якої з його граней. При цьому всі гра-

ні є опуклими багатокутниками. 

Піраміда – багатогранник, одна грань якого – багатокутник, а решта граней 

– трикутники зі спільною вершиною (рис. 160). У правильної піраміди осно-

вою є правильний багатокутник, а висота піраміди (перпендикуляр, який 

опущено з вершини на основу) проходить через центр цієї основи. У зрізаної 

піраміди вершина відсікається площиною, яка перетинає всі ребра, що вихо-

дять з цієї вершини. 

Призма – багатогранник, дві грані якого (основи призми) є рівні багатоку-

тники зі взаємно перпендикулярними сторонами, а решта граней – паралелог-

рами (рис. 161). У прямої призми ребра є перпендикулярними до площини 

основи. Якщо основою призми є прямокутник, то призму називають парале-

лепіпедом. 

 

  
 

Рис. 160. Проекції пірамі-

ди 

 

Рис. 161. Проекції призми 

 

Побудова проекцій гранних поверхонь зводиться до побудови проекцій їх 

вершин та ребер. При проеціюванні гранних поверхонь зручно основи розмі-

щувати паралельно одній площині проекцій, а бічні ребра – іншій. 

 

5.3. Лінійчасті поверхні, що розгортаються 
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Розглядаються лінійчасті поверхні другого ступеня: циліндричні, конічні, 

поверхні циліндроїда, коноїда, гіперболічного параболоїда. 

Циліндрична поверхня утворюється прямою лінією, яка зберігає у всіх 

своїх положенням паралельність деякій заданій прямій лінії та проходить по-

слідовно через всі точки деякої кривої напрямної лінії (рис. 162). 

Конічна поверхня утворюється прямою лінією, яка проходить через деяку 

нерухому точку (вершину) та послідовно через всі точки деякої кривої напря-

мної лінії (рис. 163). 

 

  
 

Рис. 162. Утворення  

циліндричної поверхні 

 

Рис. 163. Утворення  

конічної поверхні 

 

Проекції точок циліндричної та конічної поверхонь лежать на однойменних 

проекціях твірних (рис. 164). 

 
 

Рис. 164. Точка на циліндричній та конічній поверхні 
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Рис. 165. Перетин похилого кругового конуса площинами,  

паралельними основі 

      

Похилий круговий конус (рис. 165) або циліндр перетинається площина-

ми, паралельними основі, по колах, центри яких розташовані на прямій, що 

проходить через вершину та центр основи (через центри основ для циліндра). 

 

5.4. Лінійчасті поверхні, що не розгортаються 

Циліндроїд утворюється при пересуванні прямої лінії, яка у всіх своїх по-

ложеннях зберігає паралельність деякій заданій площині (площині паралелі-

зму) та перетинає дві напрямні – дві криві лінії (що не лежать в одній площи-

ні) (рис. 166). 

 
Рис. 166. Наочне зображення та проекції поверхні циліндроїда 

(Р – площина паралелізму) 

Коноїд утворюється при пересуванні прямої лінії, яка у всіх своїх поло-

женнях зберігає паралельність деякій заданій площині та перетинає дві на-

прямні, одна з яких є кривою, а інша – прямою лінією (що не лежать в одній 

площині) (рис. 167). 
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Рис. 167. Наочне зображення та епюрі поверхні коноїда  

(П1 – площина паралелізму) 

 

Гіперболічний параболоїд (коса площина) утворюється при пересуванні 

прямої лінії, яка у всіх своїх положеннях зберігає паралельність деякій зада-

ній площині та перетинає дві напрямні – мимобіжні прямі лінії (рис. 168). 
 

 
 

Рис. 168. Наочне зображення та епюр гіперболічного парабо-

лоїда (П1 – площина паралелізму ) 

5.5. Нелінійчасті поверхні 

Розглядаються нелінійчасті поверхні другого ступеня, що описуються рі-

вняннями другого степеня: 

1) еліпсоїд утворюється внаслідок руху еліпса, що деформується, площина 

якого залишається перпендикулярною до осі поверхні, і кінці осей якого 

ковзають по двох еліпсах (рис. 169); 
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Рис. 169. Поверхня еліпсоїда Рис. 170. Поверхня  

еліптичного параболоїда 

 
 

Рис. 171. Поверхня двопорожнинного гіперболоїда 

2) еліптичний параболоїд утворюється внаслідок руху еліпса, що дефо-

рмується, площина якого залишається перпендикулярною до осі поверхні, 

і кінці осей якого ковзають по двох параболах (рис. 170); 

3) двопорожнинний гіперболоїд утворюється внаслідок руху еліпса, що 

деформується, площина якого залишається перпендикулярною до осі по-

верхні і кінці осей якого ковзають по двох гіперболах (рис. 171). 

Циклічні поверхні утворюються колом змінного радіуса, центр якого пере-

сувається по будь-якій кривій: 

1) каналова поверхня – площина твірного кола залишається перпендику-

лярною до заданої напрямної кривої (рис. 172); 

2) трубчаста поверхня, є каналовою поверхнею зі сталим радіусом твір-

ного кола (рис. 173). 

 

  
 

Рис. 172. Утворення  

каналової поверхні 

 

Рис. 173. Утворення  

трубчастої поверхні 
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Каркасна поверхня задається деяким числом точок або ліній, які належать 

такій поверхні (поверхні каркасів суден, літаків, автомобілів), рис. 174. 

 
 

Рис. 174. Приклад каркасної поверхні 

 

5.6. Поверхні обертання 

Поверхня обертання утворюється обертанням будь-якої твірної лінії навко-

ло нерухомої прямої – осі поверхні (осі обертання), рис. 175. 

 
 

Рис. 175. Приклад поверхні обертання 

 

Паралелі – кола, по яких перетинають поверхню обертання площини, що 

перпендикулярні до осі поверхні. Екватор – найбільша паралель, горло – 

найменша. 

Меридіанальна площина – площина, яка проходить через вісь поверхні 

обертання. Меридіан – лінія перерізу поверхні обертання меридіональною 

площиною. Вершина – точка перетину меридіана поверхні з її віссю, якщо в 

перетині не утворюється прямий кут. 

Поверхні обертання – окремий випадок поверхонь, які розглянуті раніше: 

циліндр, конус, еліпсоїд, параболоїд, гіперболоїд дво- та однопорожнинний, 

для яких меридіанами є прямі та криві лінії. 
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Однопорожнинний гіперболоїд обертання утворюється при обертанні 

прямолінійної твірної у випадку, якщо твірна та вісь обертання є мимобіжни-

ми прямими (рис. 176). 
 

 
 

Рис. 176. Поверхня однопорожнинного гіперболоїда обертан-

ня 

 

Для еліпсоїда обертання меридіаном є еліпс. Поверхня може бути утворе-

на обертанням еліпса навколо його великої осі – «витягнутий» еліпсоїд обе-

ртання (рис. 177) або навколо його малої осі – «стиснутий» еліпсоїд обер-

тання (рис. 178). Сфера є окремим випадком еліпсоїда обертання, коли еква-

тор та меридіани є рівними між собою колами (рис. 179). 

  
 

Рис. 177. Поверхня «витягнуто-

го» еліпсоїда обертання 

 

Рис. 178. Поверхня «стисну-

того» еліпсоїда обертання 

 

Тор утворюється при обертанні кола навколо осі, яка лежить в площині ко-

ла, але не проходить через його центр (рис. 180). 
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Рис. 179. Сфера  

(поверхня кулі) 

 

Рис. 180. Поверхня тора 

5.7. Гвинтові поверхні та гвинти 

Гвинтова поверхня утворюється при пересуванні прямолінійної твірної по 

двох напрямних, одна з яких є гвинтовою лінією , а інша – віссю гвинтової 

лінії. 

Пряма гвинтова поверхня (гвинтовий коноїд, прямий гелікоїд) – це гвин-

това поверхня, між твірною якої та віссю утворюється прямий кут (рис. 181). 

Кільцева гвинтова поверхня (кільцевий гвинтовий коноїд) міститься між 

двома гвинтовими лініями (рис. 182) – гвинтовою лінією напрямної поверхні 

гвинтового коноїда та гвинтовою лінією колового циліндра. 
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Рис. 181. Пряма  

гвинтова поверхня 

Рис. 182. Кільцева  

гвинтова поверхня 

Скісна гвинтова поверхня (гвинтовий циліндроїд, скісний гелікоїд) відрі-

зняється від прямого гелікоїда тим, що його прямолінійна твірна перетинає 

вісь гелікоїда під кутом, що не дорівнює 90° (рис. 183). 

 
 

Рис. 183. Скісна гвинтова поверхня 
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Гвинтове тіло утворюється при пересуванні плоскої фігури по поверхні 

циліндра так, щоб вершини цієї фігури пересувались по гвинтових лініях, а 

площина самої фігури постійно проходила через вісь циліндра. Гвинтове тіло 

обмежене гвинтовими та циліндричними поверхнями. Побудова проекцій 

гвинтового тіла зводиться до побудови проекцій стількох гвинтових ліній, 

скільки вершин має обрана фігура. На рис. 184 показано побудову проекцій 

гвинтового тіла, утвореного пересуванням квадрата (гвинт з правою різьбою). 

Гвинт – сукупність циліндра та гвинтового тіла (виступу) на ньому. 

Гвинт із правою різьбою показано на рис. 184, гвинт із лівою різьбою – 

на рис. 185. 

  
Рис. 184. Гвинтовий виступ,  

утворений рухом квадрата  

(гвинт із правою різьбою) 

Рис. 185. Гвинтовий виступ, 

утворений рухом квадрата 

(гвинт із лівою різьбою) 

 

На рис. 186 показано гвинтовий виступ, утворений пересуванням прямоку-

тника, коли останній примикає до твірної циліндра своєю меншою стороною. 

Гвинти такого виду застосовуються у гвинтових транспортерах (рис. 187). На 

рис. 188 показаний циліндричний гвинт із змінним кроком, на рис. 189 – 

гвинт із змінним діаметром. 
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Рис. 186. Гвинтовий виступ, утворений рухом прямокутника 

 

 

 
Рис. 188. Циліндричний 

гвинт зі змінним кроком 

 
Рис. 187. Гвинтовий транспор-

тер 

 

Рис. 189. Гвинт  

зі змінним діаметром 

Гвинти, що зображено на рис. 184, 185, мають квадратну різьбу. Якщо 

замість квадрата взяти трикутник і переміщувати його вздовж циліндра так 

само, як і квадрат, то отримаємо гвинт із трикутною різьбою (рис. 190). 

Одноходовий (однообертовий, однозаходовий, гвинт в одну нитку) гвинт 

утворюється від пересування одного профілю (рис. 184-190), двоходовий 

гвинт – від пересування двох профілів (рис. 191). 
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Рис. 190. Гвинт  

із трикутною різьбою 

 

 

Рис. 191. Двоходовий гвинт 

 

 

 

Циліндричні гвинти із трапецеїдальною різьбою широко використовуються 

в черв’ячних передачах (рис. 192). 

 

 

 
Рис. 192. Гвинт із правою квадратною різьбою та гайка до 

нього 
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Рис. 193. Черв’ячні передачі,  

які використовують циліндричні гвин-

ти  

із трапецоїдальною різьбою 

Рис. 194. Двоходо-

вий гвинт двогвин-

тового транспортера 

На рис. 193 зображено гвинт із правою квадратною різьбою та гайку до 

нього. 

На рис. 194 показано двоходовий гвинт двогвинтового транспортера, утво-

рений пересуванням кола. 

 

Питання та завдання для самоконтролю 

1. Дайте визначення поверхні? 

2. Чим задається гранна поверхня? 

3. Дайте визначення призми та піраміди? 

4. Як утворюється поверхня, що називається кінематичною? 

5. Дайте визначення твірної та напрямної лінії поверхні? 

6. У чому різниця між лінійчатою та нелінійчатою поверхнями? 

7. Як утворюються циліндрична та конічна поверхні? 

8. Як утворюються поверхні із площиною паралелізму? 

9. Дайте визначення поверхні обертання? 

10. Як утворюється поверхня, що називається тором? 

11. Як утворюється гвинтова поверхня? 

12. Дайте визначення гвинта? 

13. Як розрізняються за зовнішнім виглядом гвинти із правою та лівою 

різьбою? 

14. Дайте визначення багатоходового гвинта? 

15. Як визначити положення точки на поверхні? 
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РОЗДІЛ 6. РОЗГОРТАННЯ ПОВЕРХОНЬ 

 

 Розгорткою даної поверхні є плоска фігура, яка утворена при суміщенні 

поверхні всіма своїми точками із площиною. Поверхні, що розгортаються, 

можуть бути всіма своїми точками суміщені з площиною без будь-яких пош-

коджень – розривів, зморшок або склеювань. До них відносяться гранні, цилі-

ндричні та конічні поверхні. 

Багато технічних конструкцій виготовляється з гнутого листового матеріа-

лу. Побудова розгорток виробів та виробів за їх розгортками – важливе техні-

чне завдання. 

 

6.1. Точні розгортки розгортних поверхонь 

Абсолютно точні розгортки можуть бути побудовані лише для теоретично 

розгортних поверхонь. Практично точні розгортки будують лише для гранних 

поверхонь, а також найпростіших циліндричних та конічних – прямого круго-

вого циліндра та конуса. 

 

6.1.1. Спосіб «нормального перерізу» 

Спосіб використовується для розгортання призматичних поверхонь. Спосіб 

доцільно застосовувати, якщо бічні ребра призматичної поверхні паралельні 

одній з площин проекцій. 

Загальна схема побудови розгортки призматичної поверхні способом «нор-

мального перерізу» (рис. 195, 196): 

1) призматична поверхня перетинається допоміжною площиною, яка є 

перпендикулярною до її ребер («нормальний переріз») (рис. 195); 
 

  
      

Рис. 195. Схема побудови  

розгортки призматичної  

      

Рис. 196. Розгортка  

призматичної поверхні,  
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поверхні способом  

«нормального перерізу» 

побудована способом  

«нормального перерізу» 

2) будується ламана лінія перетину допоміжної площини із призматич-

ною поверхнею і розгортається після визначення довжини її відрізків; 

3) на перпендикулярах до розгорнутої лінії перерізу відкладаються дов-

жини відрізків ребер призматичної поверхні і їх кінці сполучаються відріз-

ками прямих (рис. 196). 
 

 

 
Рис. 197. Побудова розгортки бічної поверхні призми  

способом «нормального перерізу» 

На рис. 197 показано розгортання бічної поверхні призми способом «нор-

мального перерізу». Для цього проводиться додаткова площина проекцій П4, 

що паралельна бічним ребрам призми. Останні перетинаються допоміжною 

площиною Q, яка є перпендикулярною до ребер, (утворюється «нормальний 

переріз»), і будується розгортка лінії перетину площини Q із поверхнею при-

зми. 

 

6.1.2. Спосіб «розкочування» 
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Спосіб використовується для розгортання призматичних поверхонь. Його 

доцільно застосовувати, якщо основа призми паралельна до однієї з площин 

проекцій, а її бічні ребра – до іншої. 

Спосіб розгортки полягає у послідовному суміщенні бічних граней з пло-

щиною креслення («розкочування») шляхом обертання їх навколо відповід-

них ребер призми (рис. 198). 

 

 

 

 
 

 

Рис. 198. Схема способу «розкочування» 

 

 

 

На рис. 199 показано розгортання бокової поверхні призми способом «роз-

кочування». 
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Рис. 199. Побудова розгортки призми способом «розкочуван-

ня» 

 

6.1.3. Спосіб трикутників (тріангуляції) 

Спосіб використовується для розгортання будь-якої гранної поверхні (пі-

рамідальної та призматичної). 

Загальна схема побудови розгортки гранної поверхні способом трикутників 

(рис. 200, 201): 

1) грані (наприклад, чотирикутники) розбиваються прямими на трикут-

ники (рис. 200); 

2) визначають довжини сторін цих трикутників; 

3) послідовно будують трикутники у площині креслення (рис. 201). 

  
Рис. 200. Схема побудови  Рис. 201. Розгортка призмати-
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розгортки призми  

способом «трикутників» 

чної поверхні, побудована  

способом «трикутників» 

 

 
Рис. 202. Побудова розгортки бічної поверхні піраміди  

способом «трикутників» із нанесеною на її грані лінією  

перетину піраміди з деякою площиною 

       

На рис. 202 показано розгортання бічної поверхні піраміди способом «три-

кутників» (бічні грані піраміди – трикутники, які можуть бути побудовані за 

трьома сторонами). 

6.2. Наближені розгортки поверхонь, що розгортаються 

Практично розгортання більшості поверхонь, що теоретично розгортають-

ся, виконується наближено. 

При наближеному розгортанні поверхні останню апроксимують (заміню-

ють) поверхнями вписаних або описаних багатогранників, які мають грані у 

формі паралелограмів або трикутників (відсіків). Чим менші розміри відсіків, 

тим ближче апроксимуюча поверхня до вихідної, і тим самим досягається ви-

сокий ступінь збігу наближеної розгортки до теоретичної. 

На рис. 203 показано побудову наближеної розгортки поверхні похилого 

кругового конуса шляхом апроксимації конічної поверхні вписаною пірамі-

дальною та розгортання останньої за способом «трикутників». 
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Рис. 203. Побудова наближеної розгортки бічної поверхні ко-

нуса  

із використанням способу «трикутників» 

Побудову наближеної розгортки поверхні похилого кругового циліндра 

шляхом апроксимації циліндричної поверхні вписаною (або описаною) приз-

матичною та розгортання останньої способом «нормального перерізу» пока-

зано на рис. 204; а розгортання останньої способом «розкочування» – на рис. 

205. 
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Рис. 204. Побудова наближеної розгортки поверхні циліндра  

із використанням способу «нормального перерізу» 

 
 

Рис. 205. Побудова наближеної розгортки поверхні циліндра  

із використанням способу «розкочування» 

 

6.3. Умовні розгортки поверхонь, що не розгортаються 

Теоретично  поверхні, що не розгортаються, не мають своєї розгортки (не 

можуть бути суміщені із площиною без розривів, зморщок та склеювань). 

Умовна розгортка – результат умовного розв’язання задачі на побудову роз-

гортки поверхні, що не розгортається. 

За потребою абсолютно точного виготовлення з листового матеріалу пове-

рхонь, що не розгортаються, доводиться крім згинання здійснювати також 

стиснення та розтягнення певних ділянок листа. 
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Загальний прийом розв’язування задачі на побудову умовної розгортки по-

верхні, що не розгортаються, – відсіки заданої поверхні апроксимуються від-

сіками поверхонь, що розгортаються, – гранних, циліндричних або конічних. 

На рис. 206 показано побудову умовної розгортки циліндроїда шляхом ап-

роксимації його поверхні вписаним багатогранником із трикутними гранями. 

Можна використовувати і описаний многогранник. 

 

 
 

Рис. 206. Побудова умовної розгортки циліндроїда  

із використанням способу «трикутників» 

 
На рис. 207 показано побудову умовної розгортки сфери шляхом апрокси-

мації її поверхні кількома циліндричними поверхнями обертання з віссю, що 

проходить через центр сфери, напрямні лінії яких є меридіональними перері-

зами сфери, а твірні циліндрів є перпендикулярними до площин середніх ме-

ридіанальних перерізів. 
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Рис. 207. Побудова умовної розгортки сфери  

шляхом апроксимації її поверхні циліндричними поверхнями 

На рис. 208 показано побудову умовної розгортки сфери шляхом апрокси-

мації її поверхні вписаними (описаними) зрізаними конусами, двома конуса-

ми та одним циліндром, які спираються на її паралелі. Сферу в екваторіальній 

її частині замінюють на циліндричну поверхню, діаметр якої дорівнює діаме-

тру сфери (описаний циліндр). Решту сфери замінюють зрізаними конусами, а 

на полюсах – прямими коловими конусами. 
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Рис. 208. Побудова умовної розгортки сфери шляхом  

апроксимації її поверхні конічними та циліндричною поверх-

нями 

 
За типом сферичної поверхні можна побудувати умовну розгортку будь-

якої іншої поверхні обертання 

 

 

Питання та завдання для самоконтролю 

1. Які поверхні є розгортними та нерозгортними? 

2. Дайте визначення розгортної поверхні? 

3. Дайте визначення точних, наближених та умовних розгорток поверхонь? 

4. За якими схемами можна виконати розгортання поверхонь, обмежених 

призмами та пірамідами? 

5. У чому полягає спосіб «нормального перерізу»? 

6. У чому полягає спосіб «розкочування»? 

7. У чому полягає спосіб «трикутників»? 

8. Які прийоми побудови розгорток циліндричних та конічних поверхонь? 

9. Як побудувати умовну розгортку поверхні кулі? 

 

 

 

РОЗДІЛ 7. ПЕРЕТИН ФІГУР 
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Позиційними задачами нарисної геометрії називаються задачі, де необ-

хідно встановити взаємне положення та взаємну приналежність геометричних 

образів, що розглядаються. 

Перша група позиційних задач – задачі на приналежність, розв’язання 

яких дозволяє одержати відповідь на приналежність елемента (точки) або пі-

дмножини (лінії) множині (поверхні). До них відносяться задачі на визначен-

ня: 

- приналежності точки лінії; 

- приналежності точки поверхні; 

- приналежності лінії поверхні. 

До другої групи позиційних задач відносяться задачі на перетин – задачі 

на визначення спільних елементів, які належать різним геометричним фігу-

рам. До них відносяться такі типи задач: 

- перетин лінії з лінією; 

- перетин поверхні з поверхнею; 

- перетин лінії з поверхнею. 

Розв’язання всіх позиційних задач зводиться до: 

1) побудови точки, яка належить лінії; 

2) побудови точки, яка належить поверхні. 

(Задачі на приналежність згідно із навчальною програмою окремо не виді-

лені, а розглядаються протягом всього курсу вивчення нарисної геометрії). 

 

7.1. Перетин прямої лінії з площиною 

8При перетині прямої з площиною окремого положення, одна з проекцій 

точки перетину збігається з тим слідом площини, що зображений на площині 

проекцій, до якої площина окремого положення є перпендикулярною. На рис. 

209 K1≡Q1, де K1 – горизонтальна проекція точки K перетину прямої АВ із 

площиною Q, Q1 – горизонтальний слід горизонтально-проеціюючої площини 

Q. 

 



 112 

 

 

      
Рис. 209. Побудова точки перетину прямої  

з горизонтально-проеціюючою площиною 

 

На рис. 210 показано побудову проекцій точки перетину прямої з фронта-

льно-проеціюючою площиною, на рис. 211 – з горизонтальною, на рис. 212 – 

з горизонтально-проеціюючою. 

 

 
      

Рис. 210. Побудова проекції точки перетину прямої  

з фронтально-проекціюючою площиною 
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Рис. 211. Побудова точки  

перетину прямої  

з горизонтальною площиною 

Рис. 212. Побудова лінії  

перетину прямої горизонталь-

но-проеціюючою площиною 

Для наочності проекції геометричних елементів, що перетинаються, зобра-

жають з урахуванням їх видимості. Умовно вважається, що задана площина 

непрозора і геометричні елементи, які розміщені для глядача за площиною, 

невидимі, а розміщені по один бік площини з глядачем – видимі. Вважаєть-

ся, що глядач знаходиться в першому октанті і нескінченно далеко від відпо-

відної площини проекцій. Видимі відрізки ліній зображуються суцільними 

лініями, невидимі – штриховими. Точки перетину геометричних елементів є 

границею розділу їх видимих та невидимих частин. Питання про видимість 

геометричних елементів можна звести до питання про видимість точок. Якщо 

декілька точок розміщено на одній спільній для них проеціюючій прямій 

(конкуруючі точки), то видимою буде тільки одна з них, а саме та, що далі 

знаходиться від площини проекцій, на яку проекції конкуруючих точок збі-

гаються (рис. 33). 

Загальний алгоритм розв’язування задачі на побудову точки перетину 

прямої лінії з площиною загального положення (рис. 213): 

1) через дану пряму АВ проводиться допоміжна площина Т до перетину з 

даною площиною Q; 

2) будується пряма площини 12 перетину допоміжної площини Т з даною 

площиною Q; 

3) визначається положення шуканої точки К в перетині побудованої пря-

мої 12 і даної прямої АВ. 
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Рис. 213. Наочне зображення побудови точки перетину  

прямої лінії з площиною 

На рис. 214 та 215 показано побудову проекцій точки перетину прямої з 

площиною загального положення, яку задано плоскою фігурою. На рис. 214 

допоміжною площиною є фронтально-проеціююча, на рис. 215 – горизонта-

льно-проеціююча. 

 
 

Рис. 214. Побудова точки перетину прямої з площиною  

(допоміжна площина – фронтально-проеціююча) 
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Рис. 215. Побудова точки перетину прямої з площиною  

(допоміжна площина – горизонтально-проеціююча) 

 

На рис. 216-219 показано побудову точки перетину прямої з площиною за-

гального положення, яку задано слідами. На рис. 216 – пряма загального по-

ложення, допоміжна площина фронтально-проеціююча. На рис. 217 – пряма 

загального положення, допоміжна площина горизонтально-проеціююча. На 

рис. 218 – пряма і допоміжна площина горизонтальні. На рис. 219 – пряма го-

ризонтально-проеціююча, а замість допоміжної площини використано гори-

зонталь даної площини, оскільки горизонтальна проекція точки перетину ві-

дома – вона збігається з горизонтальною проекцією прямої. 
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Рис. 216. Побудова точки перетину прямої з площиною,  

що задано слідами (допоміжна площина – фронтально-

проеціююча) 

 
 

Рис. 217. Побудова точки перетину прямої загального поло-

ження  

з площиною загального положення, заданої слідами 
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Рис. 218. Побудова точки пе-

ретину горизонтальної прямої  

з площиною загального  

положення, заданої слідами 

 

Рис. 219. Побудова точки  

перетину горизонтально-

проеціюючої площини  

з площиною загального  

положення, заданої слідами 

7.2. Перетин площин 

В загальному випадку для побудови лінії перетину двох площин потрібно 

знайти будь-які дві точки, кожна з яких належить обом площинам. Ці точки 

визначають лінію перетину площин (рис. 220). 

 
 

Рис. 220. До побудови лінії перетину двох площин 
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Рис. 221. Побудова лінії перетину площини загального поло-

ження  

з горизонтальною площиною 

 

Якщо хоча б одна з площин, що перетинаються, є перпендикулярною до 

площини проекцій, то побудова проекцій лінії перетину спрощується, оскіль-

ки одна проекція лінії перетину збігається зі слідом у вигляді прямої лінії 

площини окремого положення. На рис. 221-223 показано побудову лінії пере-

тину двох площин, одна з яких окремого положення.  

 

  
 

Рис. 222. Побудова лінії  

перетину площини загального 

положення з фронтально-

проеціюючою площиною 

 

Рис. 223. Побудова лінії  

перетину площини загального 

положення з горизонтально-

проеціюючою площиною 

 

Загальний алгоритм розв’язування задачі на побудову лінії перетину двох 

площин загального положення (рис. 224): 

1) вводиться допоміжна площина S (як правило проеціююча); 

2) будується лінія перетину 12 та 34 допоміжної площини S з двома да-

ними Р та Q; 

3) визначається положення шуканої точки М в перетині побудованих 

прямих 12 та 34 між собою; 

4) для знаходження другої спільної для двох площин точки (N) вводиться 

ще одна допоміжна площина і побудова повторюється. 
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Рис. 224. До побудови лінії перетину двох площин загального  

положення (визначення точки, що належить двом площинам) 

 

 

 
Рис. 225. Побудова  лінії перетину двох площин загального  

положення за допомогою допоміжних горизонтальних пло-

щин S i T 

На рис. 225 показано побудову лінії перетину площин, які задані двома па-

ралельними та двома пересічними прямими, за допомогою двох допоміжних 

горизонтальних площин. 

Якщо площини задані своїми слідами на площинах проекцій, то проекції 

прямої перетину площин визначають точки перетину однойменних слідів 

площин (рис. 226). 
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Рис. 226. Побудова лінії перетину площин загального поло-

ження, заданих слідами 
 

На рис. 227-231 показано побудову лінії перетину двох площин, які задані 

слідами. 

  
 

Рис. 227. Побудова лінії перетину площини загального поло-

ження  

з горизонтально-проеціюючою площиною 
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Рис. 228. Побудова лінії перетину площини загального поло-

ження з горизонтальною площиною 

 

  

 

Рис. 229. Побудова лінії  

перетину площин загального 

положення з горизонтально-

проеціюючою площиною,  

у яких горизонтальні сліди  

паралельні 

 

Рис. 230. Побудова лінії пере-

тину площини загального по-

ложення  

з фронтально-проеціюючою  

площиною, у яких фронтальні 

сліди паралельні 
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Рис. 231. Побудова лінії перетину площин загального положення,  

у яких горизонтальні сліди паралельні 

Спосіб побудови лінії перетину двох площин за точками перетину пря-

мої лінії з площиною полягає в тому, що знаходять точки перетину (M та N) 

двох прямих (АВ та АС), які належать одній з площин (Р), з другою площи-

ною (Q) (рис. 232). 

 

 
 

Рис. 232. Побудова лінії перетину двох площин  

за точками перетину прямої лінії з площиною 
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На рис. 233 показано побудову лінії перетину двох даних площин за допо-

могою двох допоміжних фронтально-проеціюючих площин, які проходять 

через дві прямі одної даної площини. 

 
      

Рис. 233. Побудова на проекціях лінії перетину двох площин  

загального положення за точками перетину прямої з площи-

ною 

 

7.3. Перетин гранних поверхонь з площиною 

Для побудови лінії перетину (перерізу) гранної поверхні площиною засто-

совують два способи: 1) знаходять точки, в яких ребра багатогранника пере-

тинають дану площину; 2) знаходять відрізки прямих, по яких грані багатог-

ранника перетинаються площиною. 

Перший шлях розв’язування, спосіб ребер, зводиться до задачі на перетин 

прямої з площиною, другий, спосіб граней – до задачі на перетин площин 

між собою. 

Фігура лінії перетину – плоский замкнений багатокутник, який утворю-

ється в результаті перетину багатогранника площиною. 

Якщо багатогранник перетинається проеціюючою площиною, то побудова 

проекцій фігури перетину спрощується (рис. 234), оскільки одна з проекцій 

лінії перетину збігається зі слідом проеціюючої площини. 
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Рис. 234. Побудова  лінії перетину поверхні піраміди  

з фронтально-проеціюючою площиною  

та визначення дійсної величини лінії перетину 

При перетині багатогранника площиною загального положення враховують 

таке: 

1) якщо поверхня пірамідальна, доцільно проводити допоміжні площини, 

які проходять через ребра піраміди (спосіб ребер) (рис. 235); 

2) якщо поверхня призматична з проеціюючими боковими гранями, доці-

льно проводити допоміжні площини, які проходять через грані призми (спо-

сіб граней) (рис. 236). 
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Рис. 235. Побудова лінії перетину піраміди  

з площиною загального положення способом ребер 
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Рис. 236. Побудова лінії перетину призми  

з площиною загального положення способом граней 

7.4. Перетин гранних поверхонь прямою лінією 

При перетині опуклої гранної поверхні прямою лінією утворюються дві то-

чки перетину – точки входу та виходу. 

Загальний алгоритм розв’язування задачі на побудову точок перетину 

прямої лінії з гранною поверхнею: 

1) через дану пряму проводиться допоміжна площина; 

2) будується лінія перетину допоміжної площини з гранною поверхнею; 

3) визначається положення шуканих точок в перетині побудованої лінії з 

даною прямою. 

На рис. 237 показано побудову точок перетину прямої з пірамідою за до-

помогою проеціюючої допоміжної площини. На рис. 238 – побудову точок 
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перетину прямої з призмою за допомогою допоміжної площини, яка парале-

льна ребрам призми (паралельне косокутне проеціювання). 
 

 
 

Рис. 237. Побудова точок перетину прямої з поверхнею піра-

міди 

 
 

Рис. 238. Побудова точок перетину прямої з поверхнею приз-

ми 
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7.5. Взаємний перетин гранних поверхонь 

Побудову лінії перетину багатогранників можна проводити двома способа-

ми: 

1) визначаються точки, в яких ребра одної з поверхонь перетинають грані 

другої, і ребра другої перетинають грані першої (задача на перетин прямої з 

площиною). Через знайдені точки в певній послідовності з урахуванням ви-

димості проводиться ламана лінія перетину даних поверхонь. При цьому 

можна з’єднувати прямими проекції лише тих точок, які лежать в одній і 

тій же грані; 

2) визначаються відрізки прямих, по яких грані одної поверхні перетинають 

грані другої (задача на перетин двох площин між собою). Ці відрізки є лан-

ками ламаної лінії перетину гранних поверхонь між собою. 

На практиці використовуються обидва способи. Якщо хоча б одна з гран-

них поверхонь, що перетинаються, є призматичною з проеціюючими гранями, 

доцільно використовувати другий спосіб, у всіх інших випадках – перший. 

 

  
 

Рис. 239. Побудова лінії перетину піраміди з призмою  

за допомогою горизонтально-проеціюючих площин 

 

На рис. 239 показано побудову лінії перетину піраміди і призми за допомо-

гою горизонтально-проеціюючих допоміжних площин, які проходять через 

ребра призми. На рис. 240 – побудову лінії перетину піраміди і призми за до-

помогою фронтальних допоміжних площин, які проходять через ребра приз-

ми. На рис. 241 – побудову лінії перетину двох пірамід за допомогою жмутка 
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допоміжних площин, які проходять через вершини пірамід. На рис. 242 та 243 

– побудову лінії перетину піраміди і призми за допомогою допоміжних пло-

щин, які проходять через горизонтально-проеціюючі бічні ребра (рис. 242) та 

грані (рис. 243) призми. 
 

 
 

Рис. 240. Побудова лінії перетину піраміди з призмою  

за допомогою фронтальних площин 
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Рис. 241. Побудова лінії перетину двох пірамід,  

основи яких знаходяться в одній площині,  

за допомогою площин загального положення,  

що проходять через вершини пірамід 

 

 

 

 

 

 
Рис. 242. Побудова лінії перетину піраміди з призмою  
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за допомогою площин, що проходять через ребра призми 
 

 
Рис. 243. Побудова лінії перетину піраміди з призмою  

за допомогою площин, що проходять через бічні грані призми 

7.6. Переріз кривих поверхонь площиною 

 

Загальний алгоритм розв’язування задачі на побудову лінії перерізу кри-

вої поверхні площиною: 

1) вводиться допоміжна площина; 

2) будується лінія перетину допоміжної площини з даною поверхнею і да-

ною площиною; 

3) визначається положення шуканих точок в перетині побудованих ліній 

між собою; 

4) для знаходження додаткових спільних точок вводиться ще декілька до-

поміжних площин і побудова повторюється; 

5) одержані спільні точки з’єднуються плавною (лекальною) кривою ліні-

єю і знаходять шукану лінію перетину даної поверхні з площиною. 

 

Як допоміжні вибираються площини, які перетинають лінійчасті поверхні 

по твірних (прямих), а поверхні обертання – по колах, що є перпендикуляр-

ними до осі поверхні. Як твірні для побудови точок контуру перерізу лінійча-

стих поверхонь використовуються рівномірно розміщені рівновіддалені одна 

від одної прямі. Загальна кількість спільних точок, що одержуються, отже, і 

кількість допоміжних площин, що вводяться, визначається необхідною точні-

стю виконання креслення.  
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На рис. 244 показано побудову лінії перерізу прямого кокгового циліндра 

фронтально-проеціюючою площиною, а також повна розгортка поверхні. 

 

На рис. 245 показано побудову лінії перерізу прямого кругового циліндра з 

площиною загального положення за допомогою горизонтально-проеціюючих 

допоміжних площин, а на рис. 246 – за допомогою фронтальних площин. 

 

 

 

 
 

Рис. 244. Побудова лінії перетину прямого кругового циліндра  

з фронтально-проеціюючою площиною  

та розгортка нижньої частини циліндра 
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Рис. 245. Побудова лінії перетину прямого кругового циліндра  

з площиною загального положення  

за допомогою горизонтально-проеціюючих площин 
 

 
 

Рис. 246. Побудова лінії перетину прямого кругового конуса  

з площиною загального положення за допомогою  

фронтальних площин (фронтальну проекцію лінії не показано) 

Лінії перетину прямого кругового конуса (конуса обертання) площинами – 

конічні перерізи або конікі. 

Якщо площина, що перетинає конічну поверхню, проходить через її вер-

шину, то в перерізі одержують дві прямі – твірні (рис. 247). 



 134 

  
Рис. 247. Лінія перетину конуса обертання з площиною,  

що проходить через вершину є дві прямі – твірні конічної по-

верхні 

 

Якщо ж конус обертання перетинається площиною, яка не проходить через 

його вершину, то в перерізі одержують одну з таких чотирьох кривих (рис. 

248): 

1) еліпс, якщо січна площина перетинає всі твірні однієї поли поверхні 

або не паралельна жодній з твірних конуса (площини Q, Q1 та Q2); у цьому 

випадку кут між січною площиною та віссю конуса більше кута між цією 

віссю та твірною конуса; 

2) коло, якщо січна площина перпендикулярна до осі конуса (Q3); 

3) парабола, якщо січна площина паралельна тільки одній з твірних (Т, 

Т1); в цьому випадку кути між січною площиною та віссю конуса і між ці-

єю віссю та твірною конуса рівні між собою; 

4) гіпербола, якщо січна площина паралельна двом твірним (S, S1 та S2); 

при цьому кут між січною площиною та віссю конуса менше кута між цією 

віссю та твірною конуса. 
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Рис. 248. Конічні перерізи  

(площини не проходять через вершину конічної поверхні) 

На рис. 249 показано побудову лінії перетину прямого кругового конуса 

фронтально-проеціюючою площиною, а також повна розгортка поверхні. 
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Рис. 249. Побудова лінії перетину прямого кругоового конуса  

з фронтально-проекціюючою площиною  

та розгортка нижньої частини поверхні конуса 

На рис. 250 показано побудову лінії перетину конуса обертання площиною 

загального положення за допомогою горизонтально-проеціюючих січних 

площин, які проходять через вісь конуса, а також фігури перерізу методом 

суміщення. На рис. 251 – за допомогою приведення січної площини в проеці-

ююче положення способом заміни площин проекцій. 
 

 
 

Рис. 250. Побудова лінії перетину конуса обертання з площи-

ною загального положення за допомогою горизонтально-

проеціюючих площин, що проходять через вісь конуса, та ви-

значення дійсної величини фігури перерізу (лінії перетину) 
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способом суміщення 

 
 

Рис. 251. Побудова лінії перетину конуса обертання  

з площиною загального положення  

за допомогою способу заміни площин проекцій 

                                     

На рис. 252 показано побудову лінії перетину сфери фронтально-

проеціюючою площиною. На рис. 253 – з площиною загального положення 

шляхом приведення січної площини в проеціююче положення заміною пло-

щин проекцій. 
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Рис. 252. Побудова лінії перетину сфери  

з фронтально-проеціюючою площиною 
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Рис. 253. Побудова лінії перетину сфери з площиною загаль-

ного положення за допомогою заміни площин проекцій 

 

На рис. 254 показані перерізи поверхні відкритого тора горизонтальними 

площинами, паралельними його осі, – криві Персея. 

На рис. 255 показано побудову лінії перетину поверхні обертання, яка 

включає елементарні поверхні (циліндр, конус, сферу, тор) з площиною, па-

ралельною осі поверхні – лінії зрізу. 
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Рис. 255. Побудова лінії перетину тіла,  

що складається з поверхонь обертання  

зі спільною віссю, з площиною,  

паралельною осі поверхні 

      

Рис. 254. Криві 

Персея 

      

7.7 Перетин кривих поверхонь прямою лінією 

 

Загальний алгоритм розв’язування задачі на побудову точок перетину 

прямої лінії з кривою поверхнею (рис. 256): 

1) через дану пряму АВ проводиться допоміжна площина Т; 

2) будується лінія CD перерізу допоміжної площини Т з даною кривою по-

верхнею Q; 

3) визначається положення шуканих точок К в перетині побудованої лінії 

CD з даною прямою АВ. 

Допоміжну площину, яка проводиться через пряму, слід вибирати так, щоб 

вона перетинала криву поверхню по найпростішій лінії – по прямій або колу. 
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Рис. 256. До визначення точки перетину прямої  

з кривою поверхнею 

 

 

На рис. 257 показано побудову точок перетину прямої лінії з похилим кру-

говим циліндром за допомогою допоміжної площини, яка паралельна твірним 

циліндра (паралельне косокутне проеціювання). 
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Рис. 257. Побудова точок перетину прямої лінії  

з похилим круговим циліндром 

На рис. 258 – побудову точок перетину прямої лінії з прямим круговим ко-

нусом за допомогою допоміжної площини, яка проходить через вісь конуса. 
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Рис. 258. Побудова точок перетину прямої лінії  

з прямим круговим конусом 

На рис. 259 – побудову точок перетину прямої лінії зі сферою за допомо-

гою горизонтально-проеціюючої допоміжної площини із використанням спо-

собу заміни площин проекцій. 
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Рис. 259. Побудова точок перетину прямої  

зі сферою із використанням способу заміни площин проекцій 

 

 

 

7.8. Взаємний перетин кривих поверхонь 

В загальному випадку лінію перетину двох кривих поверхонь між собою 

будують за точками, які знаходять за допомогою допоміжних січних повер-

хонь (площин) – посередників: 

1) площин (проеціюючих, загального положення); 

2) кривих поверхонь (сфер – концентричних та ексцентричних). 

Загальний алгоритм розв’язування задачі на побудову лінії взаємного пе-

ретину двох кривих поверхонь (рис. 260): 

1) вибирається вид допоміжної поверхні Q; 

 

 
 

Рис. 260. До визначення однієї точки перетину  

двох кривих поверхонь 

 

2) будується лінія перетину KL та MN допоміжної поверхні Q із двома 

даними А та В; 

3) визначається положення шуканої точки Т в перетині побудованих лі-

ній KL та MN; 

4) для знаходження додаткових спільних точок двох поверхонь вводиться 

ще декілька допоміжних поверхонь і побудова повторюється; 

5) одержані спільні точки з’єднують плавною кривою і одержують шука-

ну лінію перетину даних поверхонь. 
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Як допоміжні слід вибирати поверхні, які в перетині з даними поверхнями 

дають прості для побудови лінії – прямі або кола. Кількість допоміжних по-

верхонь, що вводяться, та одержуваних спільних точок визначається необхід-

ною точністю креслення. 

При побудові вдаються до способів перетворення епюра, якщо це спрощує 

та уточнює побудову. 

При перетині поверхонь виникають отвори. При цьому можливі: 

1) проникнення – дві окремі лінії перетину; 

2) врізування – одна лінія перетину. 

При побудові точок лінії перетину спочатку слід знайти характерні (опорні) 

точки – точки, які відокремлюють видиму частину проекції лінії перетину від 

невидимої, найвищі та найнижчі по відношенню до площин проекцій , най-

ближчі та найвіддаленіші по відношенню до глядача, крайні ліворуч та пра-

воруч. 

Спосіб допоміжних січних площин, які перетинають обидві поверхні по 

прямим лініям, використовується для визначення лінії перетину лінійчастих 

поверхонь – циліндричних та конічних. Лінія перетину визначається за точ-

ками перетину твірних однієї поверхні з іншою. 

На рис. 261 показано побудову лінії перетину двох циліндрів за допомогою 

допоміжних площин, що паралельні твірним обох поверхонь – допоміжні 

площини паралельні. 

На рис. 262 – побудову лінії перетину конуса і циліндра за допомогою до-

поміжних площин, які проходять через вершину конуса та паралельні твірним 

циліндра – жмуток площин, які проходять через вісь SM. 
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Рис. 261. Побудова лінії перетину двох циліндрів  

за допомогою площин, що паралельні твірним циліндрів 

 



 147 

 

 
 

Рис. 262. Побудова лінії перетину конуса з циліндром  

за допомогою площин, що проходять через вершину конуса,  

паралельно твірним циліндра 
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Рис. 263. Побудова лінії перетину конусів  

за допомогою площин, що проходять через вершини конусів 

 

На рис. 263 – побудову лінії перетину двох конусів за допомогою допоміж-

них площин, які проходять через вершини обох конусів – жмуток площин, які 

проходять через вісь ST. 

Спосіб допоміжних січних площин, паралельних площинам проекцій, 

використовується за таких умов: 

1) обидві поверхні, що перетинаються, є поверхнями обертання; 

2) осі поверхонь обертання є паралельними між собою; 

3) осі поверхонь паралельні площині проекцій. 

При потребі остання умова може бути забезпечена перетворенням епюра. 

Допоміжні січні площини розміщуються паралельно між собою і перпен-

дикулярно до осей даних поверхонь обертання. Тоді лініями перетину пло-

щин Р з поверхнями I та II будуть кола M та N, розміщені в площинах, перпе-

ндикулярних площині проекцій (рис. 264). 

Паралельні допоміжні площини доцільно використовувати і в інших випа-

дках, якщо лінії перетину їх з даними поверхнями – прямі та кола. 
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Рис. 264. Побудова лінії перетину поверхонь  

за допомогою площин, паралельних площинам проекцій 

На рис. 265 показано побудову лінії перетину двох циліндрів за допомогою 

фронтальних площин. 

 

 

 

 
Рис. 265. Побудова лінії перетину двох циліндрів  

за допомогою фронтальних площин 
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На рис. 266 – побудову лінії перетину конуса і сфери за допомогою горизо-

нтальних допоміжних площин. 

 

 

 

 
 

Рис. 266. Побудова лінії перетину конуса зі сферою  

за допомогою горизонтальних площин 

Спосіб допоміжних січних сфер можна використовувати, якщо вісь повер-

хні обертання проходить через центр сфери і сфера перетинає цю поверхню. 

Тоді лінією перетину сфери та поверхні буде коло, площина якого перпенди-

кулярна до осі поверхні обертання. При цьому, якщо вісь поверхні обертання 
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паралельна площині проекцій, то лінія перетину на цю площину проеціюється 

у відрізок прямої лінії (рис. 267). 

 

 
 

Рис. 267. Використання січних сфер  

для визначення лінії перетину поверхонь обертання  

(осі поверхонь обертання проходять через центр сфери) 

 

Спосіб допоміжних січних сфер із постійним центром (концентричних 

сфер) використовується за таких умов: 

1) обидві поверхні, що перетинаються, є поверхнями обертання; 

2) осі поверхонь обертання перетинаються; 

3) площина, яка утворена осями поверхонь (площина симетрії), є парале-

льна площині проекцій. 

Центр допоміжних концентричних сфер вибирають в точці перетину осей 

поверхонь. Лініями перетину допоміжних сфер з даними поверхнями будуть 

два кола, які розміщені в площинах, перпендикулярних до площини проекцій. 

На рис. 268–270 показано побудову лінії перетину поверхонь обертання за 

допомогою допоміжних сфер із постійним центром. 
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Рис. 268. Побудова за допомогою концентричних сфер  

лінії перетину двох поверхонь обертання,  

осі яких перетинаються і паралельні площині проекцій 
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Рис. 269. Побудова за допомогою концентричних сфер  

точок перетину двох поверхонь обертання,  

осі яких перетинаються і паралельні площині проекцій 
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Рис. 270. Побудова за допомогою концентричних сфер  

лінії перетину двох конусів обертання,  

осі яких перетинаються і паралельні площині проекцій 

Спосіб допоміжних січних сфер зі змінним центром (ексцентричних 

сфер) використовується за таких умов: 

1) одна з поверхонь, що перетинається, є поверхнею обертання, а інша – 

має колові перерізи (похилий круговий циліндр або конус, тор); 

2) обидві поверхні мають спільну площину симетрії (тобто вісь поверхні 

обертання і центри колових перерізів іншої поверхні належать одній пло-

щині – площині їх симетрії); 

3) площина симетрії є паралельною площині проекцій. 

При використанні цього способу положення центрів і радіуси допоміжних 

сфер вибирають такими, щоб вони перетинали обидві дані поверхні по двох 

колах, які лежать в площинах, що паралельні площині проекцій. 
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Рис. 271. Побудова за допомогою ексцентричних сфер  

лінії перетину похилого зрізаного кругового конуса  

з прямим круговим циліндром 

 
     

Рис. 272. Побудова за допомогою ексцентричних сфер 
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лінії перетину тора з прямим зрізаним круговим конусом 
 

        

На рис. 271 показано використання способу ексцентричних сфер для побу-

дови лінії перетину похилого кругового конуса та прямого колового циліндра. 

На рис. 272 – для побудови лінії перетину тора з прямим круговим конусом. 

7.9. Окремі випадки перетину поверхонь 

У деяких випадках для зображення лінії перетину криволінійних поверхонь 

жодних складних побудов не потрібно. 

Циліндри з паралельними твірними та конуси зі спільною вершиною 

(рис. 273) перетинаються по спільним твірним цих поверхонь. 
 

 
 

Рис. 273. Побудова лінії перетину двох циліндрів  

з паралельними твірними та двох конусів зі спільною верши-

ною 

 

Співвісні поверхні обертання (тобто поверхні зі спільною віссю) перети-

наються по колах. Якщо спільна вісь цих поверхонь паралельна площині про-

екцій, то лінії перетину на цю площину проеціюються у відрізки прямих ліній 

(рис. 274). На рис. 275 наведено приклади зображення співвісних поверхонь 

обертання з практики машинобудівного креслення. 
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Рис. 274. Побудова ліній перетину співвісних поверхонь обер-

тання 

 

 
 

Рис. 275. Приклад зображення співвісних поверхонь обертання 

 

Теорема Монжа: дві поверхні другого ступеня, описані навколо третьої 

поверхні другого ступеня (або до неї вписані), перетинаються між собою по 

двох кривих другого ступеня, площини яких проходить через пряму, яка спо-

лучає точки перетину ліній дотику. 

Окремий випадок теореми Монжа: дві поверхні обертання, описані на-

вколо спільної сфери, перетинаються по двох плоских кривих другого сту-

пеня, які проходять через точки перетину ліній (твірних поверхонь) дотикан-

ня (сфери) (рис. 276. На рис. 277 показано зображення двох циліндрів однако-

вого діаметра з осями, що перетинаються. 

 



 158 

 

 
 

Рис. 276. Побудова лінії перетину поверхонь обертання,  

що описані навколо спільної для них сфери 

 

  
 

Рис. 277. Побудова лінії перетину двох циліндрів  

однакового діаметра, що описані навколо спільної для них сфе-

ри 

 
Якщо одна з поверхонь, що перетинаються, є проеціюючою, то задача 

побудови лінії перетину двох поверхонь спрощується і зводиться до побудови 

відсутніх проекцій кривої лінії на одній із поверхонь за однією заданою прое-

кцією цієї лінії.  

На рис. 278 горизонтальна проекція лінії перетину прямого кругового цилі-

ндра та напівсфери співпадає із горизонтальною проекцією циліндра. Фрон-

тальна та профільна проекції лінії побудовані за приналежністю до напівсфе-

ри за допомогою проекцій допоміжних ліній на сфері. 
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Рис. 278. Побудова лінії перетину напівсфери з прямим кру-

говим циліндром із горизонтально-проеціюючою поверхнею 

 

Питання та завдання для самоконтролю 

1. Як будується точка перетину прямої лінії із площиною, що є перпенди-

кулярною до однієї або до двох площин проекцій? 

2. Як будується лінія перетину двох площин, з яких хоча б одна є перпен-

дикулярною до будь-якої площини проекцій? 

3. У чому полягає загальний спосіб побудови лінії перетину двох площин? 

4. У чому полягає в загальному випадку спосіб побудови точки перетину 

прямої із площиною? 

5. Як визначити «видимість» при перетині прямої із площиною та перетині 

двох площин? 

6. Як будується крива лінія при перетині кривої поверхні площиною? 

7. Які лінії утворюються при перетині циліндричної поверхні площиною? 

8. Які лінії утворюються при перетині конічної поверхні площиною? 

9. У чому полягає загальний прийом побудови лінії перетину площини із 

поверхнею? 

10. У чому полягає загальний прийом побудови точок перетину прямої із 

поверхнею? 

11. У чому полягає загальний спосіб побудови лінії перетину одної поверх-

ні іншою. 
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12. Чим відрізняється «проникнення» від «врізування» при перетині одної 

поверхні іншою? 

13. Які точки перетину поверхонь називаються «характерними»? 

14. У чому полягають рекомендації щодо вибору положення допоміжних 

січних площин при перетині поверхонь? 

15. В яких випадках можливо і доцільно застосовувати допоміжні січні 

сфери? 

16. У чому полягає відмінність способів концентричних та ексцентричних 

допоміжних січних сфер? 

 

РОЗДІЛ 8. АКСОНОМЕТРИЧНІ ПРОЕКЦІЇ 

 

Часто необхідно поряд із зображенням геометричної фігури, що виконано в 

ортогональних проекціях (які забезпечують простоту побудови і 

розв’яувзання позиційних та метричних задач), мати ще і її наочне зображен-

ня. 

 

8.1. Спосіб аксонометричного проеціювання 

Суть способу полягає в тому, що дана фігура разом із осями прямокутних 

координат, до яких вона віднесена в просторі, паралельно проеціюється на 

площину, яку прийнято за площину аксонометричних проекцій. 

На рис. 279 показано схему проеціювання точки А на площину аксономет-

ричних проекцій Р. 
 

 
 

Рис. 279. Схема проеціювання точки А  

на площину аксонометричних проекцій Р 

 

Прямі Ox, Oy, Oz – осі координат в просторі. 

Прямі Opx, Opy, Opz – аксонометричні осі. 
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Відрізок l – одиниця виміру (натуральна одиниця). 

Відрізки lx, ly, lz – одиниці виміру по аксонометричним осям – аксономет-

ричні одиниці. 

Відношення llk x , llm y , lln z  – коефіцієнти спотворення по аксо-

нометричним осям. 

Точка Ap– аксонометрична проекція точки А. 

Точка ap – вторинна проекція точки А. 

Відрізки ламаної O1аА визначають прямокутні координати точки А. Відріз-

ки ламаної Ор1рарАр – аксонометричні координати точки. 

Німецький вчений Карл Польке сформулював основну теорему аксономет-

рії (теорему Польке): три відрізки довільної довжини, що лежать  в одній 

площині та виходять з однієї точки під довільними кутами один до одного, 

становлять паралельну проекцію трьох однакових відрізків, які відкладено на 

прямокутних осях координат від початку.  

На підставі цієї теореми аксонометричні осі та коефіцієнти спотворення по 

осях можна вибирати довільно. 

Якщо nmk  , – це ізометрична аксонометрична проекція; 

якщо mnk  , – це диметрична проекція; 

якщо nmk  , це триметрична проекція. 

Якщо напрям проеціювання перпендикулярний до площини, це прямокут-

на аксонометрична проекція, в іншому випадку – косокутна. 

 
 

Рис. 280. Площина прямокутних аксонометричних проекцій,  

яка перетинає координатні осі 

На рис. 280 показано площину прямокутних аксонометричних проекцій, 

яка перетинає координатні осі. 

Косинуси кутів α, β та γ – напрямні косинуси: cosk  , cosm  , cosn  . 

Для прямокутних аксонометричних проекцій сума квадратів коефіцієнтів 

спотворення дорівнює двом: 2222  nmk . 

Для прямокутної ізометричної проекції: 820,nmk  . 

Для прямокутної диметричної проекції: 9402 ,mnk  ; 470,m  . 
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Косокутні аксонометричні проекції звичайно утворюються при розміщенні 

площини аксонометричних проекцій паралельно одній з площин ортогональ-

них проекцій. 

 

  

 
Рис. 281. Побудова косокутної 

фронтальної  

аксонометричної проекції 

 
Рис. 282. Побудова косокут-

ної горизонтальної  

аксонометричної проекції 

 
На рис. 279 показана побудова косокутної фронтальної проекції, на рис. 

280 – косокутної горизонтальної. 

 

 

8.2. Стандартні аксонометричні проекції 

Аксонометричні проекції, які використовуються у національній конструк-

торській документації, стандартизовані у ГОСТ 2.317-69 «Аксонометричні 

проекції». 

З метою спрощення в стандартних проекціях значення коефіцієнтів спотво-

рення по аксонометричним осям заокруглені, а коефіцієнти називаються при-

веденими коефіцієнтами спотворення. 

На рис. 283 показано положення осей та значення коефіцієнтів спотворення 

прямокутної ізометричної проекції. 

Аксонометрична проекція кола, яке розміщене в довільній площині загаль-

ного положення – еліпс. На рис. 284 показано побудову кіл, що лежать у 

площинах ортогональних проекцій, у прямокутній ізометричній проекції. 
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Рис. 283. Положення аксонометричних осей та значення  

коефіцієнтів спотворення прямокутної ізометричної проекції 

 
 

Рис. 284. Схема розміщення еліпсів, в які проеціюються кола  

в прямокутній ізометричній проекції, коли площини кіл  

розміщено в площинах проекцій або паралельно до них 
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На рис. 285 показано положення осей та значення коефіцієнтів спотворен-

ня, а на рис. 286 – побудова кіл, які лежать у площинах ортогональних проек-

цій, у прямокутній диметричній проекції. 

 

 
 

Рис. 285. Положення аксонометричних осей та значення  

коефіцієнтів спотворення прямокутної диметричної проекції 

 

 
 

Рис. 286. Схема розміщення еліпсів, в які проеціюються кола  

в прямокутній диметричній проекції, коли площини кіл роз-

міщено  

в площинах проекцій або паралельно до них 

На рис. 287 показано положення осей, якому надається перевага, та значен-

ня коефіцієнтів спотворення косокутної фронтальної ізометричної проек-

ції, на рис. 288 – косокутної горизонтальної ізометричної проекції, на рис. 

289 – косокутної фронтальної диметричної проекції. 
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Рис. 287. Положен-

ня аксонометрич-

них осей та зна-

чення  

коефіцієнтів спо-

творення прямоку-

тної косокутної 

фронтальної ізоме-

тричної проекції 

 

Рис. 288. Положен-

ня аксонометрич-

них осей та значен-

ня  

коефіцієнтів спо-

творення косокут-

ної  

горизонтальної  

ізометричної прое-

кції 

 

Рис. 289. Поло-

ження аксономет-

ричних осей та 

значення коефіці-

єнтів  

спотворення косо-

кутної фронталь-

ної диметричної  

проекції 

 

 
 

Рис. 290. Переважні положення аксонометричних осей  

косокутних фронтальних ізометричних та диметричних прое-

кцій 

 
 

Рис. 291. Переважні положення аксонометричних осей  

косокутної горизонтальної ізометричної проекції 
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На рис. 290 показано положення осей, яким надається перевага, при вико-

нанні косокутних фронтальних ізо- та диметричної проекцій, на рис. 291 – ко-

сокутної горизонтальної ізометричної проекції. 

 
 

Рис. 292. Схеми розміщення еліпсів, в які проеціюються кола  

в косокутній фронтальній ізометричній проекції, коли пло-

щини кіл розміщено в площинах проекцій або паралельно до 

них 

 
 

Рис. 293. Схеми розміщення еліпсів, в які проеціюються кола  

в косокутній горизонтальній ізометричній проекції, коли 

площини кіл розміщено в площинах проекцій або паралельно 

до них 
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Рис. 294. Схеми розміщення еліпсів, в які проеціюються кола  

в косокутній фронтальній диметричній проекції, коли пло-

щини кіл розміщено в площинах проекцій або паралельно до 

них 

На рис. 292 показано побудову кіл, які лежать у площинах ортогональних 

проекцій, в косокутній фронтальній ізометрії, на рис. 293 – в косокутній гори-

зонтальній ізометрії, на рис. 294 – в косокутній фронтальній диметрії. 

На рис. 295 показані ортогональні проекції та прямокутну ізометричну 

проекцію точки А, на рис. 296 – відрізка АВ, на рис. 297 – шестигранної приз-

ми та точки на її поверхні. 

 

 
 

Рис. 295. Ортогональні проекції  

та прямокутні ізометричні проекції точки А 
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Рис. 296. Ортогональні проекції  

та прямокутна ізометрична проекція відрізка АВ 

 

 
 

Рис. 297. Ортогональні проекції та прямокутна ізометрична  

проекція шестигранної призми і положення точки А на її по-
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верхні 

На рис. 298 показано розв’язування позиційної задачі про приналежність 

точки поверхні циліндра та конуса в аксонометричній проекції. 

 

 

 
Рис. 298. Прямокутні ізометричні проекції прямих кругових  

циліндра, конуса і положення точки А на їх поверхнях 

 
На рис. 299 показані ортогональні проекції та поетапна побудова прямоку-

тної диметричної проекції деталі із вирізом однієї чверті. 

Зображення куба з колами, які вписано в його грані, для порівняння пока-

зані у прямокутній ізометрії (рис. 300), прямокутній диметрії (рис. 301), косо-

кутній фронтальній ізометрії (рис. 302), косокутній горизонтальній ізометрії 

(рис. 303) та косокутній фронтальній диметрії (рис. 304). 
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Рис. 299. Побудова прямокутної диметричної проекції деталі  

із вирізом її чверті за ортогональними проекціями деталі 

  
 

Рис. 300. Зображення куба  

з колами на його гранях у 

прямокутній ізометричній 

 

Рис. 301. Зображення куба з 

колами на його гранях у пря-

мокутній диметричній проек-
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проекції ції 

 

 
 

Рис. 302. Зобра-

ження куба з кола-

ми на  

його гранях у ко-

сокутній фронта-

льній ізометрії 

 

 

Рис. 303. Зобра-

ження куба з кола-

ми на  

його гранях у ко-

сокутній горизон-

тальній ізометрії 

 

Рис. 304. Зобра-

ження куба з кола-

ми на  

його гранях у ко-

сокутній фронта-

льній диметрії 

 

 

Побудову сфери з вирізом однієї восьмої частини у прямокутній ізометри-

чній проекції показано на рис. 305, в прямокутній диметричній проекції – на 

рис. 306. 

  
 

Рис. 305. Побудова сфери  

із вирізом її однієї восьмої  

частини у прямокутній  

ізометричній проекції 

 

Рис. 306. Побудова сфери  

із вирізом її однієї восьмої  

частини у прямокутній  

диметричній проекції 

 

Питання та завдання для самоконтролю 

1. У чому полягає спосіб аксонометричного проеціювання? 

2. Дайте визначення коефіцієнта спотворення? 

3. Дайте визначення вторинної проекції точки? 
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4. В яких випадках аксонометрична протекція називається ізометричною, 

диметричною та триметричною? 

 5. У чому різниця між прямокутною та косокутною ізометричною проекці-

єю? 

6. Які аксонометричних проекції називаються стандартними? 

7. Назвіть стандартні аксонометричні проекції. 

8. Які положення аксонометричних осей та значення коефіцієнтів спотво-

рення прямокутної ізометричної проекції. 

9. Які положення аксонометричних осей та значення коефіцієнтів спотво-

рення прямокутної диметричної проекції. 

10. Які положення аксонометричних осей та значення коефіцієнтів спотво-

рення косокутної фронтальної диметричної проекції. 

11. Як розв’язуються позиційні задачі про приналежність точки поверхні в 

аксонометричних проекціях? 

12. У чому полягають переваги та недоліки аксонометричних проекцій по-

рівняно із ортогональними? 
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